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29. Espaces préhilbertiens réels

Produit scalaire

1 Soient n P N‹ et x0, . . . , xn des réels distincts. Mon-
trer qu’on définit un produit scalaire sur RnrXs en posant
pour tous P,Q P RnrXs

xP,Qy “

n
ÿ

i“0

P pxi qQpxi q.

2 On munit MnpRq de son produit scalaire canonique.
Montrer que pour tout A P MnpRq,

| trpAq| ď
?
n }A}.

3 Montrer que pour tout px1, . . . , xnq P Rn,
˜

n
ÿ

i“1

xi

¸2

ď n
n

ÿ

i“1

x2i .

Étudier le cas d’égalité.

4 Soient p, q P N‹ et M P Mp,qpRq.

1. Montrer que MJM P SqpRq et MMJ P SppRq.

2. Montrer que

KerpMJMq “ KerM, KerpMMJq “ KerMJ.

3. Que dire de rgpMJMq et rgpMMJq ?

Orthogonalité

5 Soient E un espace préhilbertien réel et F,G deux
sous-espaces vectoriels de E.

1. a. Montrer que si F Ă G, alors GK Ă FK.

b. Monter que FK X GK “ pF ` GqK.

c. Montrer que FK ` GK Ă pF X GqK.

2. On suppose de plus que E est de dimension finie.
Montrer que FK ` GK “ pF X GqK.

6 Soit A P Mn,ppRq. Montrer que

KerAJ “ pImAqK et ImAJ “ pKerAqK.

7 Soient E un espace euclidien et f un endomor-
phisme de E tel que

@x, y P E, xf pxq, yy “ xx, f pyqy.

Montrer que Im f “ pKer f qK.

8 Théorème de représentation de Riesz en dimension
finie. Soient E un espace euclidien et φ P E‹. Montrer
qu’il existe un unique vecteur a P E tel que

@x P E, φpxq “ xx, ay.

9 Soient E “ C 0pr0, 1s,Rq muni du produit scalaire
canonique. On considère le sous-espace vectoriel de E
donné par F “ tf P E, f p0q “ 0u.

1. Montrer que FK “ t0Eu.

2. En déduire que F n’admet pas de supplémentaire
orthogonal.

Projection orthogonale

10 Soit le sous-espace vectoriel de R4 donné par

F “

"

px, y , z, tq P R4,
"

x ` y ` z ` t “ 0,

x ´ y ` z ´ t “ 0

*

.

1. Déterminer une base et la dimension de F .

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale
sur F dans la base canonique de R4.

11 Soient E un espace euclidien dont on note la norme
} ¨ }, et p un projecteur sur E. Montrer que p est un pro-
jecteur orthogonal si et seulement si

@x P E, }ppxq} ď }x}.

Distance à un sous-espace vectoriel

12 On note E “ C 0pr0, 2πs,Rq, et on considère
F “ Vect pcos, sinq, sous-espace vectoriel de E. Déter-
miner dpf , F q, où f : x ÞÑ x .

13 On munit MnpRq de son produit scalaire canonique.

1. Montrer que SnpRqK “ AnpRq.

2. Déterminer dpIn,AnpRqq.

14 Approximation au sens des moindres carrés.

1. Soient A P Mn,ppRq de rang p et B P Mn,1pRq.

a. Montrer qu’il existe un unique X‹ P Mp,1pRq

tel que

}AX‹ ´ B} “ min
XPMp,1pRq

}AX ´ B},
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où } ¨ } désigne la norme issue du produit sca-
laire canonique sur Mn,1pRq.

b. Montrer que X‹ est l’unique élément de
Mp,1pRq vérifiant AJAX “ AJB.

2. On considère n points du plans donnés par leurs
coordonnées px1, y1q, . . . , pxn, ynq, et d P N‹ avec
d ă n. On suppose qu’au moins d ` 1 des xi sont
distincts. Monter qu’il existe un unique Q P Rd rXs

tel que

n
ÿ

i“1

|Qpxi q ´ yi |
2 “ min

PPRd rXs

n
ÿ

i“1

|P pxi q ´ yi |
2.

on dit que Q est la meilleure approximation dans
Rd rXs des points pxi , yi q, au sens des moindres car-
rés.
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