MPSI — Lycée Montesquieu

2025-2026

29. Espaces préhilbertiens réels

Produit scalaire

1 SoientneN*etx,..., X, des réels distincts. Mon-
trer qu’on définit un produit scalaire sur R,[X] en posant
pour tous P, Q € R,[X]

(P.Q) = D P(i)Qx).
i=0

2 On munit #,(R) de son produit scalaire canonique.
Montrer que pour tout A € .Z,(R),

[ tr(A)] < VAl
3 Montrer que pour tout (xi, ..., Xp) € R",

n 2 n
: < 2
Xi| < n) x.
i=1 '

=1

Etudier le cas d'égalité.

4 Soient p,ge N* et M e .4, 4(R).
1. Montrer que MM € Z,(R) et MMT € .Z,(R).
2. Montrer que
Ker(M™M) = Ker M, Ker(MM") = Ker M.
3. Que dire de rg(MTM) et rg(MMT)?

Orthogonalité

5 | Soient E un espace préhilbertien réel et F, G deux
sous-espaces vectoriels de E.

1. a. Montrer quesi F = G, alors G+ < FL.
b. Monter que F+ n G+ = (F + G)*.
c. Montrer que F+ + G+ = (F n G)*.
2. On suppose de plus que E est de dimension finie.

Montrer que F- + G+ = (F n G)*.
6 Soit Ae .#,,(R). Montrer que

Ker AT = (ImA)L et ImAT = (Ker A)t.

7 Soient E un espace euclidien et f un endomor-
phisme de E tel que

Vx,y e E, {f(x).y) = {Fy)).
Montrer que Im f = (Ker f)L.

8 Théoréme de représentation de Riesz en dimension
finie. Soient E un espace euclidien et ¢ € E*. Montrer
qu'il existe un unique vecteur a € E tel que

Vxe E, o(x) =<{x,a).

9 Soient E = %°([0, 1], R) muni du produit scalaire
canonique. On considére le sous-espace vectoriel de E
donné par F = {f € E, f(0) = 0}.

1. Montrer que F+ = {0g}.

2. En déduire que F n’admet pas de supplémentaire
orthogonal.

Projection orthogonale

10 Soit le sous-espace vectoriel de R* donné par

X+y+z+t=0, }

_ 4
F = {(X,y,z,t)eR : { Xy 4tz t=0
1. Déterminer une base et la dimension de F.

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale
sur F dans la base canonique de R*.

11 Soient E un espace euclidien dont on note la norme
| -1, et p un projecteur sur E. Montrer que p est un pro-
jecteur orthogonal si et seulement si

VxeE, [p()] < [x].

Distance a un sous-espace vectoriel

12, On note E = %°([0,27],R), et on considere
F = Vect (cos, sin), sous-espace vectoriel de E. Déter-
miner d(f, F), ol f : x — x.

13 On munit .#,(R) de son produit scalaire canonique.
1. Montrer que .%,(R)* = o7,(R).
2. Déterminer d(I,, o,(R)).

14 Approximation au sens des moindres carrés.
1. Soient Ae 4, ,(R) de rang p et Be 4,1 (R).

a. Montrer qu'il existe un unique X* € .4, 1(R)
tel que

|AX* —B| = min_ |AX — B,
Xep1(R)
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oll || - || désigne la norme issue du produit sca-
laire canonique sur ., 1(R).

b. Montrer que X* est |'unique élément de
Mp1(R) vérifiant ATAX = ATB.
2. On considére n points du plans donnés par leurs
coordonnées (x1, 1), ..., (Xn, ¥n), €t d € N* avec
d < n. On suppose qu'au moins d + 1 des x; sont
distincts. Monter qu'il existe un unique Q € Ry[X]
tel que

n n
Q(x) —yil> = min P(x) — yil?.
21000) = = _min 3\ 1P(x) = v
on dit que Q est la meilleure approximation dans
R4[X] des points (x;, y;i), au sens des moindres car-
rés.




