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26. Groupe symétrique – Déterminants

Groupe symétrique

1 Déterminer la signature de la permutation σ P S8
donnée par

σ “

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

5 2 7 8 1 3 4 6

˙

2 On considère les permutations σ, τ P S8 :

σ “

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

3 7 1 2 5 4 8 6

˙

,

τ “

ˆ

1 2 3 4 5 6 7 8

2 1 3 8 5 7 4 6

˙

.

1. Expliciter les permutations σ2, στ , τσ, τ2.

2. Décomposer σ et τ en produit de cycles à supports
disjoints, puis en produit de transpositions.

3. Déterminer εpσq et εpτq.

4. Déterminer des entiers n et m, tels que σn “ Id et
τm “ Id.

3 Soit un entier n ě 2. On considère les permutations
σ, τ P Sn données par :

τ “ p1 2q, σ “ p1 2 . . . nq.

1. Montrer que toute permutation de Sn peut
s’écrire comme produit de transpositions parmi
p1 2q, p1 3q, . . . , p1 nq.

2. Montrer que toute permutation de Sn peut
s’écrire comme produit de transpositions parmi
p1 2q, p2 3q, . . . , pn ´ 1 nq.

3. Pour k P J0, n ´ 2K, calculer σkτσ´k .

4. Montrer que toute permutation de Sn peut s’écrire
comme produit de permutations parmi σ, τ .

4 Soient n P N‹ et G “ tσ P Sn, σpnq “ nu.

1. Montrer que G est un sous-groupe de Sn.

2. Montrer que si n ě 2, toute permutation de
Sn s’écrit comme produit de transpositions parmi
p1 2q, p1 3q, . . . , p1 nq.

3. Montrer que G est un sous-groupe maximal de Sn :
si G est contenu dans un sous-groupe H de Sn,
alors H “ G ou H “ Sn.

Déterminants

5 Calculer les déterminants suivants.

1.

∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 4 2

3 6 ´1

∣∣∣∣∣∣ 2.

∣∣∣∣∣∣
1 0 6

3 4 15

5 6 21

∣∣∣∣∣∣
3.

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 0

1 0 0 1

1 1 0 1

1 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ 4.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4

2 3 4 0

3 4 0 0

4 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 Soient a, b, c P R. Calculer les déterminants sui-

vants, en donnant une forme factorisée du résultat.

1.

∣∣∣∣∣∣
0 a b

a 0 c

b c 0

∣∣∣∣∣∣ 2.

∣∣∣∣∣∣∣∣
c a b c

a c c b

b c c a

c b a c

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 Soient θ P R et n P N‹. On note

Mn “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

cos θ 1 0 . . . 0

1 2 cos θ
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 . . . 0 1 2 cos θ

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

P MnpRq.

et ∆n “ detMn.

1. Déterminer ∆1, ∆2.

2. Montrer que pour tout n P N‹,

∆n`2 “ 2 cos θ∆n`1 ´ ∆n.

3. En déduire ∆n pour tout n P N‹.

8 Soit F “ tx ÞÑ exP pxq, P P RnrXsu.

1. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de
F pR,Rq dont on donnera une base.

2. Montrer que
D : f ÞÑ f 1

définit un endomorphisme de F et calculer detD.

9 Soient les matrices A “ pai ,j q1ďi ,jďn P MnpKq et
pA “ pp´1qi`jai ,j q1ďi ,jďn. Montrer que

detA “ det pA.
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10 Déterminant de Vandermonde.

Pour tous x1, . . . , xn P K, on note :

V px1, . . . , xnq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 . . . xn´1

1

1 x2 . . . xn´1
2

...
...

...
1 xn . . . xn´1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
1. Montrer que

V px1, . . . , xnq “
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xi q.

2. Soient x1, . . . , xn, y1, . . . yn P K où les xi sont deux
à deux distincts. Montrer qu’il existe un unique po-
lynôme P P Kn´1rXs tel que

@i P J1, nK, P pxi q “ yi .

11 Soient une entier n ě 2 et une matrice A P MnpKq

telle que

@M P MnpKq, detpA`Mq “ detA` detM.

1. Montrer que detA “ 0.

2. Montrer que A “ 0.

On pourra avoir recours aux matrices Jr .

12 Soient deux matrices A,B P M3pKq telles que

detA “ detB “ detpA` Bq “ detpB ´ Aq “ 0.

Montrer que pour tous x, y P K, detpxA` yBq “ 0.

13 Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie
n et un endomorphisme f P L pEq tel que f 2 “ ´ IdE .
Montrer que n est pair.

14 Soient n P N un entier impair et A P AnpKq. Mon-
trer que A n’est pas inversible.

Le résultat est-il toujours vrai si n est pair ?

15 Calculer le déterminant de l’endomorphisme
f P L pR3rXsq défini par

f : P ÞÑ XP 1pX ` 2q ` P p1qpX3 ´ 1q

Que peut-on en déduire ?

16 Soient m P R et les vecteurs e1 “ p1, 2,´1q,
e2 “ p3, 0, mq, e3 “ pm, 1, 2q. Déterminer toutes les va-
leurs de m telles que pe1, e2, e3q soit une base de R3.

17 Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B
une base de E. On considère f P L pEq dont la matrice

dans la base B est

A “

¨

˝

3 ´2 ´3

´2 6 6

2 ´2 ´2

˛

‚.

1. Déterminer les scalaires λ P K tels que

detpA´ λI3q “ 0.

2. Déterminer une base B1 de E telle que

MatB1 pf q “

¨

˝

1 0 0

0 2 0

0 0 4

˛

‚.

18 Soit A P MnpRq une matrice telle que

@i , j P J1, nK, ai ,j P t´1, 1u.

Montrer que 2n´1 | detA.
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