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23. Représentation matricielle des applications linéaires

Représentation matricielle

1 Représenter la matrice des applications linéaires sui-
vantes dans les bases canoniques.

1. f : R3 Ñ R2
px, y , zq ÞÑ px ` y , y ´ 2x ` zq

2. f : R3 Ñ R3
px, y , zq ÞÑ py ` z, z ` x, x ` yq

3. f : R3rXs Ñ R3rXs

P ÞÑ P pX ` 1q

4. f : R3rXs Ñ R4
P ÞÑ pP p1q, P p2q, P p3q, P p4qq

2 On considère l’endomorphisme de R3 défini par

f : px, y , zq ÞÑ p2x ´ y ` z, ´x ` y , x ´ zq.

1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique
de R3.

2. Montrer que f est un isomorphisme et déterminer
f ´1.

3 Soit f P L pR4,R3q l’application linéaire canoni-
quement associée à la matrice :

A “

¨

˝

´11 7 0 3

0 1 11 2

1 0 7 1

˛

‚.

Déterminer une base de Ker f et Im f .

4 Soit p P L pR3q l’endomorphisme canoniquement
associé à la matrice

A “

¨

˝

0 ´1 ´1

´1 0 ´1

1 1 2

˛

‚.

Montrer que p est un projecteur et préciser ses éléments
caractéristiques.

5 On note B la base canonique de R3. Soient

P “ tpx, y , zq P R3, x ` 2y ´ z “ 0u

D “ Vect pp1, 0,´1qq .

1. Montrer que R3 “ P ‘D.

2. On note :

p le projecteur sur P parallèlement à D,
q le projecteur sur D parallèlement à P ,
s la symétrie par rapport à P parallèlement à D.

Déterminer MatBppq, MatBpqq et MatBpsq.

6 Soient A “

ˆ

1 1

1 2

˙

, et f P L pM2pRq définie par

f : M ÞÑ AM

1. Si M “

ˆ

a b

c d

˙

P M2pRq, exprimer f pMq.

2. Déterminer Ker f , qu’en déduire sur f ?

3. Exprimer la matrice B de f dans la base canonique
de M2pRq.

4. Calculer A´1 et en déduire B´1.

7 Soient n P N‹ et E “ RnrXs. On considère l’appli-
cation

φ : P ÞÑ, 3XP 1 ` pX2 ´ 1qP 2

1. Montrer que φ P L pEq.

2. Déterminer la matrice de φ dans la base canonique
B de E.

3. L’endomorphisme φ est-il bijectif ?

4. Déterminer une base de Imφ et de Kerφ.

8 Déterminer le rang des matrices suivantes.

1. A “

¨

˝

´1 1 1

3 ´2 ´4

´2 1 3

˛

‚.

2. B “

¨

˝

0 1 1 2

1 0 1 1

1 1 0 0

˛

‚.

3. C “

¨

˚

˚

˝

0 1 1 1

1 0 1 ´1

1 1 2 0

´1 1 0 2

˛

‹

‹

‚

.

Changement de base

9 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni
d’une base B “ pe1, e2, e3q. On considère l’endomor-
phisme f de E donné par sa matrice A dans la base B :

A “

¨

˝

3 ´2 2

1 2 0

1 1 1

˛

‚.

1. Montrer qu’il existe une base B1 “ pe1
1, e

1
2, e

1
3q de

E telle que

MatB1 pf q “

¨

˝

1 0 0

0 2 0

0 0 3

˛

‚.
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2. Déterminer la matrice de passage P de B vers B1

et calculer P´1.

3. Quelle relation existe-t-il entre les matrices
A, P, P´1 et D “ diagp1, 2, 3q ? En déduire l’ex-
pression de An en fonction de n.

10 Soient f1, f2, f3 les fonctions de F pR,Rq définies par

f1 : x ÞÑ e2x , f2 : x ÞÑ xe2x , f3 : x ÞÑ x2e2x

et E “ Vect pf1, f2, f3q.

1. Montrer que B “ pf1, f2, f3q est une base de E.

2. Montrer que Φ : f ÞÑ f 1 définit un endomorphisme
sur E et déterminer sa matrice dans la base B.
Justifier que Φ est un automorphisme.

3. Calculer An pour tout n P N.

4. Soit f P E définie par f : x ÞÑ p4x2 ´ 1qe2x . Expli-
citer f pnq pour n P N.

11 Dans les deux cas suivants, les matrices A et B
sont-elles semblables ?

1. A “

¨

˝

1 1 1

0 2 1

0 0 3

˛

‚et B “

¨

˝

1 0 0

0 2 0

0 0 3

˛

‚.

2. A “

¨

˝

2 1 1

0 3 1

0 0 3

˛

‚et B “

¨

˝

2 0 0

0 3 0

0 0 3

˛

‚.

12 Soit A P M3pKq une matrice non nulle telle que
A2 “ 0. Montrer que A est semblable à

B “

¨

˝

0 0 1

0 0 0

0 0 0

˛

‚.

13 Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et
f P L pEq tel que f 3 “ 0L pEq et f 2 ­“ 0L pEq. Montrer
qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f
est

¨

˝

0 1 0

0 0 1

0 0 0

˛

‚.

14 Montrer que si A P MnpKq est nilpotente (il existe
p P N tel que Ap “ 0), alors trpAq “ 0.

15 Montrer que si A P MnpKq et trA “ 0, alors A est
semblable à une matrice dont la diagonale est nulle.

On pourra utiliser le résultat suivant : si f P L pEq, alors
f est une homothétie si et seulement si pour tout x P E,
la famille px, f pxqq est liée.
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