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22. Intégration sur un segment

Calcul de primitive

1 Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1. x ÞÑ
e

?
x

?
x

.

2. x ÞÑ tan2 x .

3. x ÞÑ
1

x ` x ln2pxq
.

4. x ÞÑ th x .

5. x ÞÑ cos2 x .

6. x ÞÑ
1

1´ x2
.

7. x ÞÑ ´
1

?
1´ 2x2

.

1. x ÞÑ 2e
?
x sur R‹

`.

2. x ÞÑ tan x ´ x sur le domaine de tan.

3. x ÞÑ arctanpln xq sur R‹
`.

4. x ÞÑ lnpex ` e´x q.

5. x ÞÑ 1
4
sinp2xq ` x

2
.

6. x ÞÑ 1
2

plnp|x ` 1| ´ ln |x ´ 1|q.

7. x ÞÑ ´ 1?
2
arcsinp

?
2xq.

2 Calculer les intégrales suivantes.

1.
ż π
4

0

sin x

cos3 x
dx .

2.
ż π
2

0

cos3 x sin2 x dx .

1.
ż π
4

0

sin x

cos3 x
dx “

„

1

2 cos2 x

ȷ
π
4

0

“
1

2
.

2.
ż

cos xp1´ sin2 xq sin2 x dx

“

ż

cos x sin2 x ´

ż

cos x sin4 x dx

“

„

sin3 x

3
´
sin5 x

5

ȷ

π
2

0

“
2

15

3 Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1. x ÞÑ ex cosp2xq.

2. x ÞÑ xex sin x .

1. x ÞÑ ex

5
pcosp2xq ` 2 sinp2xqq.

2. On obtient : x ÞÑ ex

2
pp1´ xq cos x ` x sin xq.

4 En effectuant une ou plusieurs intégrations par par-
ties, déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1. x ÞÑ arctan x .

2. x ÞÑ x2 ln x .

3. x ÞÑ x arctan x .

4. x ÞÑ lnp1` x2q.

5. x ÞÑ x2 sin x .

1. x ÞÑ x arctan x ´ 1
2
lnp1` x2q.

2. On obtient x ÞÑ x3

9
p3 ln x ´ 1q.

3. x ÞÑ 1
2

`

px2 ` 1q arctan x ´ x
˘

.

4. x ÞÑ 2parctan x ´ xq ` x lnp1` x2q.

5. 2 IPP. x ÞÑ p2´ x2q cos x ` 2x sin x .

5 Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1. x ÞÑ
1

x2 ´ 5x ` 6
.

2. x ÞÑ
1

x2 ` 3x ` 4
.

3. x ÞÑ
3x ` 2

2x2 ´ 4x ` 3
.

4. x ÞÑ
x2 ` x ` 2

x2 ` 2x ` 2
.

1. x ÞÑ ln |x ´ 3| ´ ln |x ´ 2| sur Rzt2, 3u.

2. x ÞÑ
2

?
7
arctan

2x ` 3
?
7

sur R.

3. f pxq “
3

4

4x ´ 4

2x2 ´ 4x ` 3
`

5

2x2 ´ 3x ` 4

“
3

4

4x ´ 4

2x2 ´ 4x ` 3
`
5

2

1

px ´ 1q2 `

´

1?
2

¯2

Une primitive est alors

x ÞÑ
3

4
lnp2x2´4x`3q`

5
?
2
arctan

´?
2px ´ 1q

¯

4. f pxq “ 1´
1

2

2x ` 2

x2 ` 2x ` 2
`

1

x2 ` 2x ` 2

Une primitive est alors

x ÞÑ x ´
1

2
lnpx2 ` 2x ` 2q ` arctanpx ` 1q

1
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6 À l’aide d’un changement de variable bien choisi,
déterminer une primitive des fonctions suivantes.

1. x ÞÑ
x ´ 1

?
x ` 1

.

2. x ÞÑ
x

1` x4
.

3. x ÞÑ
1

e2x ` e´x
.

1. u “
?
x ` 1, on obtient x ÞÑ 2

3

?
x ` 1px ´ 5q.

2. u “ x2, on obtient x ÞÑ 1
2
arctanpx2q.

3. y “ ex , on obtient
ş

1
y3`1

dy , puis DES

1
y3`1

“ 1
3

´

1
y`1

´ y`2
y2´y`1

¯

.

Finalement,

1

3
lnpex`1q´

1

6
lnpe2x´ex`1q`

1
?
3
arctan

2ex ´ 1
?
3

7 Calculer les intégrales suivantes.

1.
ż 1

0

1

p1` x2q2
dx .

2.
ż 1

0

a

1´ x2 dx .

3.
ż 1

0

1
?
ex ` 1

dx .

1. Changement de variable t “ arctan x car alors
1

1`x2
dx “ dt. Puis

ż π
4

0

cos2 t dt “
π

8
`
1

4
.

2. Changement de variable t “ arcsin x car alors
dt “ 1?

1´x2
dx .

ż π
2

0

cos2 t dt “
π

4
.

3. Changement de variable u “
?
ex ` 1. On obtient

ż

?
e`1

?
2

1

u2 ´ 1
du “ ln

p
?
2` 1qp

?
e` 1´ 1q

p
?
2´ 1qp

?
e` 1` 1q

après DES.

8 Déterminer une primitive de la fonction

x ÞÑ
arcsin

?
x

p1´ xq3{2

Sur s0, 1r. IPP :

2
arcsin

?
x

?
1´ x

´

ż x 1
?
xp1´ xq

dx

Changement de variable y 2 “ x , on obtient
ż x 1

?
xp1´ xq

dx “

ż y 2

1´ y 2
dy

“

ż y ˆ

1

1´ y
`

1

1` y

˙

dy

“ ´ lnp1´ yq ` lnp1` yq

Finalement

2
arcsin

?
x

?
1´ x

` lnp1´
?
xq ´ lnp1`

?
xq.

Propriétés de l’intégrale

9 Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction continue. Montrer
que

ż 1

0

tnf ptq dt ÝÑ
nÑ`8

0.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

tnf ptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

0

tn}f }8 dt ď }f }8
1

n ` 1

10 Soit f : RÑ R une fonction continue et c P R. On
suppose que pour tout x P R,

ż x`T

x

f ptq dt “ c.

Montrer que f est périodique.

On pose φ : x ÞÑ
şx`T

x
f ptq dt. En notant F une primitive

de f sur R, on a

@x P R, φpxq “ F px ` T q ´ F pxq.

Ainsi, en dérivant, on obtient φ1pxq “ f px ` T q ´ f pxq.
Comme φ1 “ 0, on en déduit que f est T -périodique.

11 Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction continue telle que
ż 1

0

f ptq dt “
1

2
.

Montrer que f admet au moins un point fixe sur r0, 1s.

Si f n’a pas de point fixe, par le TVI, on a f pxq ă x pour
tout x P r0, 1s, ou f pxq ą x pour tout x P r0, 1s. Dans
le premier cas, on a

ş1

0
f ptq dt ă 1

2
, dans le second, on a

ş1

0
f ptq dt ą 1

2
.

2
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12 Soit f : ra, bs Ñ R une fonction continue. Montrer
qu’il existe c Psa, br tel que

f pcq “
1

b ´ a

ż b

a

f ptq dt.

TAF appliqué à une primitive de f .

OU : m ď 1
b´a

şb

a
f ptq dt ď M, puis TVI.

13 Soit f : ra, bs Ñ R une fonction de classe C 1.
Montrer que

ż b

a

sinpntqf ptq dt ÝÑ
nÑ`8

0.

IPP.

14 Soit une fonction f : r0, 1s Ñ R continue. Montrer
que

ż 1

0

f ptnq dt ÝÑ
nÑ`8

f p0q.

Sommes de Riemann

15 Montrer que

n
ÿ

k“1

?
k „
nÑ`8

2

3
n
3
2 .

16 Déterminer les limites suivantes.

1. lim
nÑ`8

n
ÿ

k“1

1

n ` 3k
.

2. lim
nÑ`8

n
ÿ

k“1

1
?
n2 ` 2kn

.

3. lim
nÑ`8

n
ÿ

k“1

k

n2 ` k2
.

1. 2 ln 2
3

.

2.
?
3´ 1.

3. ln2
2

.

17 Soit α ą 0 tel que α ­“ 1. Calculer
ż 2π

0

lnpα2 ´ 2α cosptq ` 1q dt.

Intégrales de Wallis

18 On considère la suite pInqně0 définie par :

@n P N, In “

ż π
2

0

pcos tqn dt.

1. Calculer I0, I1 et I2.

2. a. Etudier la monotonie puis la convergence de
la suite pInqnPN.

b. Montrer que pour tout n P N,

In`2 “ pn ` 1q pIn ´ In`2q .

c. En déduire que pour tout n P N,

I2n “
p2nq!

p2nn!q2
π

2
et I2n`1 “

p2nn!q2

p2n ` 1q!
.

Formules de Taylor

19 À l’aide de la fonction x ÞÑ lnp1`x2q, montrer que
ż 1

0

p1` tqp1´ tq2

p1` t2q2
dt “

ln 2

2
.

20 Déterminer une approximation de cos 12 à 5.10´2

près.

Taylor-Lagrange à l’ordre 2 : on obtient 7
8
, valable à 1

48

près. C’est en fait une approximation bien meilleure : si
on écrit Taylor-Lagrange à l’ordre 3, on obtient que cette
même approximation est valable à 1

384
» 0,0026 près.

21 On considère la suite punqnPN‹ définie par

un “

n
ÿ

k“1

p´1qk´1

k
pour tout n P N‹.

En utilisant la fonction x ÞÑ lnp1 ` xq et une formule de
Taylor appropriée, montrer que punq converge vers ln 2.
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