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21. Applications linéaires

Applications linéaires

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer si f est
linéaire. Si c'est le cas, déterminer son noyau.

1. f: R* — R
(xy) = x=3

2 | Soit f I'application linéaire de R3 dans R telle que :

£(1,0,0) = (1,1),
£(0,1,0) = (0,1)
£(0,0,1) = (—1,1).

1. Pour tout (x,y, z) € R3, déterminer f(x,y, z).
2. Déterminer le noyau de f, puis le rang de f.

3. L'application f est-elle injective ? Surjective ?

3 On considére I'application linéaire

h: R*> — R3
(xy) = GBx—y x+y x—y)
1. Déterminer I'image de h.

2. L'application h est-elle injective ? Surjective ?

4 Soient E, F, G des espaces vectoriels. On considére
feZE F)etge X(F.G).

1. Montrer que Imgof cIlmg et Kerf c Kergof.

2. Montrer que

gof:OE?(EVG) < Imf c Kerg.

5 Soient E un espace vectoriel et f,g € Z(E) deux
endomorphismes qui commutent. Montrer que Imf et
Ker f sont stables par g.

6 Soient Aq, ..., A, € K deux a deux distincts, et
A =diag(My, ..., An). Déterminer le noyau et I'image de
I'’endomorphisme de .#,(K) défini par :

"2 '/%n(K) e /ﬂn(K)
M — AM— MA

7 Soient n e N et des scalaires ag, . . ., an € K deux a
deux distincts. Montrer de deux maniéres différentes que

f Kn[X] = Kt
P — (P(30>r’D(al) """ 'D(a”))

est un isomorphisme.

8  Montrer que
fi KXl — K, [X]
P — XP'+ P(0)
définit un automorphisme de K,[X].

9 | Soient E un K-espace vectoriel et f € Z(E).
1. Montrer que
E=Kerf+Imf < Imf?=Imf.

2. Montrer que

Imf nKerf ={0g} = Kerf?=Kerf.

et donner une condition nécessaire et suffisante sur
fe Z(E)pourque E =Kerf@Imf.

10 Soient E un espace vectoriel et f € Z(E).
1. On suppose que I'endomorphisme f non nul, et nil-

potent : il existe p € N* tel que
fP= 03(5), et fP1l= O;'Z(E)
Montrer qu'il existe x € E tel que la famille
(x, f(x),..., fP=1(x)) est libre.
2. On suppose que E est de dimension finie n, et que :
VxeE, 3pe N, fP(x) = 0¢.

Montrer que f est nilpotente.
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3. Si E est de dimension infinie, le résultat de la ques-
tion précédente est-il toujours vrai?

11| Soient E un K-espace vectoriel et f € £ (E) tel que

f2—3f+2|dE 203(5).

1. Montrer que f est un automorphisme de E et ex-
primer f~1 en fonction de f.

2. Montrer que Ker(f —Idg) et Ker(f —21dg) sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

12 Soient E un K-espace vectoriel et f € Z(E) tel que
f3 = f. Montrer que

E = Kerf @Ker(f —Idg) ® Ker(f + Idg).

13| Soient E un espace vectoriel et f € Z(E) tel que

Vxe E, (x,f(x)) est une famille liée.

Montrer que f est une homothétie.

Projecteurs, symétries

14 On considére I'application
f: R - R?
(x,y) = (4x—6y, 2x—3y)

Montrer que f est un projecteur de R? et préciser ses
éléments caractéristiques.

15 On considére I'application
f: KX - K[X]
P - P-=2P(0)X

Montrer que f est une symétrie de K[X] et préciser ses
éléments caractéristiques.

16 Soient £ un espace vectoriel et f,g € Z(E). On
suppose que :

© g est un projecteur,
o Ker g et Im g sont stables par f.

Montrer que f et g commutent.

17 Soient E un R-espace vectoriel et p, g deux projec-
teurs sur E.

1. Montrer que p+ g est un projecteur si et seulement
sipg=qp=0.
2. On suppose que p + g est un projecteur.
a. Montrer que Im(p+¢q) = Imp+1Imgq.
b. Montrer que Ker(p + q) = Kerp n Kergq.




