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20. Espaces vectoriels de dimension finie

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer une base
et la dimension de l’espace vectoriel F .

1. F “ tpx, y , zq P R3, x ´ y ` z “ 0u.

2. F “ tM P M2pRq, AM “ MAu, où

A “

ˆ

1 0

0 2

˙

.

3. F “ tP P R3rXs, P p1´Xq “ P pXqu.

4. F “ tP P R4rXs, P p´1q “ P p0q “ P p1qu.

2 Montrer que B “ pe1, e2, e3q est un base de R3, où
e1 “ p1, 1, 0q, e2 “ p1, 0, 1q et e3 “ p1, 1, 1q.

3 Déterminer le rang des familles de vecteurs de R4
suivantes.

1. pu1, u2, u3q, où u1 “ p1, 1, 0, 1q, u2 “ p1,´1, 0, 1q

et u3 “ p´1, 1,´1, 1q.

2. pv1, v2, v3, v4q, où :

v1 “ p1, 1, 0, 2q, v2 “ p1, 0, 1,´1q,

v3 “ p2, 0, 1, 1q, v4 “ p2,´1, 2,´2q.

4 On note E “ F ps´1, 1r,Rq, ainsi que les fonctions
f1, f2, f3, f4 P E définies par :

f1 : x ÞÑ

c

1` x

1´ x
, f2 : x ÞÑ

c

1´ x

1` x

f3 : x ÞÑ
1

?
1´ x2

, f4 : x ÞÑ
x

?
1´ x2

.

Déterminer rgpf1, f2, f3, f4q.

5 Soit E “ K3rXs. On considère :

F “ tP P E, P p0q “ P p1q “ P p2q “ 0u,

G “ tP P E, P p1q “ P p2q “ P p3q “ 0u,

H “ tP P E, P p´Xq “ P pXqu.

1. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels F ,
G et H de E.

2. Montrer que F ‘ G “ tP P E, P p1q “ P p2q “ 0u.

3. Montrer que E “ pF ‘ Gq ‘H.

6 Soit A P MnpKq.

1. Montrer qu’il existe d P N tel que la famille
pIn, A, . . . , A

dq est liée.

2. En déduire qu’il existe P “
d
ř

k“0

akX
k P KrXs non

nul tel que
d

ÿ

k“0

akA
k “ 0n,n.

On dit que P est un polynôme annulateur de A.

7 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel de dimension finie E tels que

dimF ` dimG ą dimE.

Montrer que F X G ­“ t0Eu.

8 Soient E un espace vectoriel de dimension finie
n P N‹, et deux sous-espaces vectoriels D et H de E qui
vérifient

dimD “ 1, dimH “ n ´ 1.

Montrer que si D Ć H, alors D et H sont supplémentaires
dans E.

9 Soient F,G,H trois sous-espaces vectoriels de E.
On suppose que :

G Ă H, F X G “ F XH et F ` G “ F `H.

1. Montrer que si E est de dimension finie, alors
G “ H.

2. Montrer que le résultat tient toujours si E est de
dimension infinie.

10 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et
F,G deux sous-espaces vectoriels de E de même dimen-
sion. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel H de
E tel que

E “ F ‘H “ G ‘H.

En d’autres termes, F et G ont un supplémentaire com-
mun dans E.
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