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17. Analyse asymptotique

Relations de comparaison

1 Soient f,ge .Z(I,R) et ae [, ou | est un intervalle
de R.

1. Montrer :

ef ~ 9™ o f(x) —g(x) — 0.

X—a X—a

2. On suppose que f est strictement positive sur un
voisinage de a et
fx) ~ g(x).
X—a

a. Si f(x) — +o0, montrer que

In(f(x)) e In(g(x)).

b. Montrer que le résultat tient toujours si on a
f(x) — L avec £ =1.

X—a

3. Déterminer un équivalent en 0 et o0 de In(eX —1).

2

1. Montrer que In(In x) = o (Inx).
X—+00

1
2. En déduire lim ('”X)

X—+00 X

3 Déterminer des équivalents simples des fonctions
suivantes aux voisinages précisés.

x (In(1 + x))?

1. x— 0.
x 3x+4 en
V1+tan?x —1
2. x—» ———— en0.
tan x
ex —1
3. x> —m—— 0.
T arxpo1
\/cosx —1
4.X>—>7§ en 0.
X
x2 4+ 2x =3\~
5 x—»|——— en +oo.
X2 —x+1

1. Déterminer un équivalent de x» —1en 4.

1
2. En déduire un équivalent de x** — x en +o0.
5 ' On considére la fonction f : R}, — R définie par

x+1
f:x»—>J ellntdt.
X

Déterminer un équivalent de f en +oo.

6  Calculer les limites suivantes.

1 In x
im
x—1 X2 -1
X — p¥
2. lim ouab>0
x—0

Développements limités

7 . Déterminer les développement limités suivants.
. DLs(0) de x — In(1 + x) sin x.
0) de x — In 1=,

0) de x — m.

0) de x — eVitx

Ls
L4(0) de x — sh(x)ch(2x) — ch(x).
0) de x — In(1 + x)2.

N ok b=

0)
L3(0)
3()
(0) de x — arcsin x.
0)
L4(0)

8  Déterminer les développement limités suivants.

1. DL3(%) de x = sinx.
2. DL3(1) de x = 10X,

3. DL3(+) de x — 4/1 +sin% —cos i

4. DLy(+%0) de x — ¢/ L

9  Soit f : R — R la fonction définie par

f:x— xchx.

1. Justifier que f est bijective de R sur R. On note g
sa bijection réciproque.

2. Justifier que g admet un DLs(0) sous la forme

gly) = a1y + asy® + asy° + 0 (y°) .

3. Déterminer ap, as, as.

Calculs de limites

10 Calculer les limites suivantes.

1. i L L
S lim —— - =
x—0 sin®x X2
2
. eX +x _e2x
2. lim

x—>1 cos (%x)

1
3. lim —(tan(tanx) — sin(sin x)).
x—1 X
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1\
4. lim <ch> )
X—+00 X

o1 1 1
5. lm—| — — .
x—0x \thx tanx

Etude de fonction
11 On consideére la fonction f : R\{1} — R définie par

xXVx2+1
x—1

1. Déterminer le DL,(0) de f, en déduire I'équation
de la tangente a % en 0 et la position relative de
%r par rapport a sa tangente.

fix—

2. La courbe %r admet-elle une asymptote oblique en
+00 7 En —o0 ? Si oui, déterminer la position rela-
tive de % par rapport aux asymptotes.

12 On considére la fonction f : R\{1} — R définie par

fix—(x+1) =
1. Etudier I'existence d'asymptote a %, ainsi que la
position de %5 par rapport a celles-ci.

2. Terminer |I'étude, et donner I'allure de %¥.

Etude asymptotique des suites

13 Dans chacun des cas suivants, donner un équivalent
de u, dans chacun des cas suivants, et en déduire la limite
de la suite (up).

~ n?(In(n+1) —In(n))
n? +1 '

1 -1
en — € n

2. Un:ﬁ-
en +en

3. up=vn+1—+/n-—1.

4. unzn%—l.

5 up=2/n—+vn+1—-+/n—1.

14

n

2 2

1. Montrer que . ek ~e.
k=1

n
2. Montrer que Y k! ~ nl.
k=1

15 Soit a € R%.. On considére la suite (up),oy définie

par up = a et

neN

VHEN, Upy1 = Un+?
n

1. Déterminer la limite de la suite (ts)nen-

16

Déterminer un réel o > 0 tel que

lim u% , —u®
st n+1 n
existe et est non nulle.

En déduire un équivalent de (un)nen.

On pourra avoir recours au lemme de Cesaro.

Soit la fonction

fixm—e+x

. Montrer que pour tout n e N*, I'équation f(x) = n

admet une unique solution notée x,.

Montrer que x, —> +o0.
n—-+00

3. Montrer que x, ~ Inn.

4. Déterminer un équivalent de x, — In n.



