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17. Analyse asymptotique

Relations de comparaison

1 Soient f , g P F pI,Rq et a P I, où I est un intervalle
de R.

1. Montrer :

ef pxq „
xÑa
egpxq ô f pxq ´ gpxq ÝÑ

xÑa
0.

2. On suppose que f est strictement positive sur un
voisinage de a et

f pxq „
xÑa
gpxq.

a. Si f pxq ÝÑ
xÑa

`8, montrer que

lnpf pxqq „
xÑa
lnpgpxqq.

b. Montrer que le résultat tient toujours si on a
f pxq ÝÑ

xÑa
ℓ avec ℓ ­“ 1.

3. Déterminer un équivalent en 0 et `8 de lnpex´1q.

2

1. Montrer que lnpln xq “
xÑ`8

o pln xq.

2. En déduire lim
xÑ`8

ˆ

ln x

x

˙
1
x

.

3 Déterminer des équivalents simples des fonctions
suivantes aux voisinages précisés.

1. x ÞÑ
x plnp1` xqq2

3x ` 4
en 0.

2. x ÞÑ

?
1` tan2 x ´ 1

tan x
en 0.

3. x ÞÑ

?
ex ´ 1

p1` xq5 ´ 1
en 0`.

4. x ÞÑ

?
cos x ´ 1

x2
en 0.

5. x ÞÑ

ˆ

x2 ` 2x ´ 3

x2 ´ x ` 1

˙x

en `8.

1. x3

4
.

2. x
2
.

3. 1
5

?
x
.

4. ´ 1
4
.

5. e3.

4

1. Déterminer un équivalent de x
1
x ´ 1 en `8.

2. En déduire un équivalent de xx
1
x ´ x en `8.

1. ln x
x

.

2. x
ˆ

xx
1
x ´1 ´ 1

˙

„ ln2 x .

5 On considère la fonction f : R‹
` Ñ R définie par

f : x ÞÑ

ż x`1

x

et ln t dt.

Déterminer un équivalent de f en `8.

Indication : chercher un encadrement.

L’encadrement ex ln x ď f pxq ď ex`1 ln x ne fonctionne
pas, il faut donc être plus fin. On a pour tout x P R‹

`,

ln x

ż x`1

x

et dt ď f pxq ď lnpx ` 1q

ż x`1

x

et dt.

Ainsi, ex ln xpe´ 1q ď f pxq ď ex lnpx ` 1qpe´ 1q pour
tout x , et par encadrement :

f pxq „ pe´ 1qex ln x.

6 Calculer les limites suivantes.

1. lim
xÑ1

ln x

x2 ´ 1
.

2. lim
xÑ0

ax ´ bx

x
où a, b ą 0.

Développements limités

7 Déterminer les développement limités suivants.

1. DL5p0q de x ÞÑ lnp1` xq sin x .

2. DL3p0q de x ÞÑ ln 1`x1´x .

3. DL3p0q de x ÞÑ 1?
3`2x

.

4. DL3p0q de x ÞÑ e
?
1`x .

5. DL3p0q de x ÞÑ arcsin x .

6. DL4p0q de x ÞÑ shpxq chp2xq ´ chpxq.

7. DL4p0q de x ÞÑ plnp1` xqq2.

1
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1. x2 ´ x3

2
` x4

6
´ x5

6
` o

`

x5
˘

.

2. lnp1` xq ´ lnp1´ xq “ 2x ` 2
3
x3 ` o

`

x3
˘

.

3. On a p1` uq´1{2 “ 1´ u
2

` 3u2

8
´ 5u3

16
` o

`

u3
˘

.

1?
3`2x

“ 1?
3

´

1´ x
3

` x2

6
´ 5x3

54
` o

`

x3
˘

¯

.

4.
?
1` x “ 1` x

2
´ x2

8
` 3x3

48
` o

`

x3
˘

.

DL de e eu avec u “ x
2

´

1´ x
4

` 3x2

24
` o

`

x3
˘

¯

.

˛ u2 “ x2

4

`

1´ x
2

` o pxq
˘

˛ u3 “ x3

8
` o

`

x3
˘

.

Donc e
?
1`x “ e

´

1` u ` u2

2
` u3

6
` o

`

u3
˘

¯

“ e
´

1` x
2

` x3

48
` o

`

x3
˘

¯

5. On a 1?
1´x2

“ 1 ` x2

2
` o

`

x2
˘

. En primitivant

arcsin x “ x ` x3

6
` o

`

x3
˘

.

6. ´1` x ´ x2

2
` 13x3

6
´ x4

24
` o

`

x4
˘

.

7. x2 ´ x3 ` 11
24
x4 ` o

`

x4
˘

.

8 Déterminer les développement limités suivants.

1. DL3pπ4 q de x ÞÑ sin x .

2. DL3p1q de x ÞÑ ln x
x2 .

3. DL3p`8q de x ÞÑ

b

1` sin 1x ´ cos 1x .

4. DL2p`8q de x ÞÑ 3

b

x2`x`1
x2`1 .

1. 1?
2

`

1` px ´ π
4

q ´ 1
2

px ´ π
4

q2 ´ 1
6

px ´ π
4

q3`

o
`

px ´ π
4

q3
˘˘

.

2. px ´ 1q ´ 5
2

px ´ 1q2 ` 13
3

px ´ 1q3 ` o
`

px ´ 1q3
˘

.

3. 1
2x

` 3
8x2

´ 1
48x3

` o
`

1
x3

˘

.

4. On écrit
ˆ

1` 1
x

1

1` 1
x2

˙1{3

“
`

1` 1
x

` o
`

1
x2

˘˘1{3

1` 1
3x

´ 1
9x2

` o
`

1
x2

˘

.

9 Soit f : RÑ R la fonction définie par

f : x ÞÑ x ch x.

1. Justifier que f est bijective de R sur R. On note g
sa bijection réciproque.

2. Justifier que g admet un DL5p0q sous la forme

gpyq “ a1y ` a3y
3 ` a5y

5 ` o
`

y5
˘

.

3. Déterminer a1, a3, a5.

Calculs de limites

10 Calculer les limites suivantes.

1. lim
xÑ0

1

sin2 x
´
1

x2

2. lim
xÑ1

ex
2`x ´ e2x

cos
`

π
2 x

˘ .

3. lim
xÑ1

1

x3
ptanptan xq ´ sinpsin xqq.

4. lim
xÑ`8

ˆ

ch
1

x

˙x2

.

5. lim
xÑ0

1

x

ˆ

1

th x
´
1

tan x

˙

.

1. 1
3
.

2. e2x pex
2´x´1q

sinp π2 p1´xqq
„ ´ 2

π
xe2x donc ´ 2e2

π
.

3. 1.

4.
?
e.

5. 2
3
. DL de th : comme th1 “ 1 ´ th2, on a
th x “ x ´ x3

3
` o

`

x3
˘

.

Etude de fonction

11 On considère la fonction f : Rzt1u Ñ R définie par

f : x ÞÑ
x

?
x2 ` 1

x ´ 1
.

1. Déterminer le DL2p0q de f , en déduire l’équation
de la tangente à Cf en 0 et la position relative de
Cf par rapport à sa tangente.

2. La courbe Cf admet-elle une asymptote oblique en
`8 ? En ´8 ? Si oui, déterminer la position rela-
tive de Cf par rapport aux asymptotes.

12 On considère la fonction f : Rzt1u Ñ R définie par

f : x ÞÑ px ` 1q e
1
x´1

1. Étudier l’existence d’asymptote à Cf , ainsi que la
position de Cf par rapport à celles-ci.

2. Terminer l’étude, et donner l’allure de Cf .

Étude asymptotique des suites

13 Dans chacun des cas suivants, donner un équivalent
de un dans chacun des cas suivants, et en déduire la limite
de la suite punq.

1. un “
n2plnpn ` 1q ´ lnpnqq

?
n2 ` 1

.

2. un “
e
1
n ´ e

´1
n

e
1
n ` e

´1
n

.

3. un “
?
n ` 1´

?
n ´ 1.

4. un “ n
1
n ´ 1.

2
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5. un “ 2
?
n ´

?
n ` 1´

?
n ´ 1.

1. 1.

2. 1
n
.

3. 1
n
.

4. ln n
n

.

5. 1

4n3{2
.

14

1. Montrer que
n
ř

k“1

ek
2

„ en
2
.

2. Montrer que
n
ř

k“1

k! „ n!.

15 Soit a P R‹
`. On considère la suite punqnPN définie

par u0 “ a et

@n P N, un`1 “ un `
1

u2n

1. Déterminer la limite de la suite punqnPN.

2. Déterminer un réel α ą 0 tel que

lim
nÑ`8

uαn`1 ´ uαn

existe et est non nulle.

3. En déduire un équivalent de punqnPN.

On pourra avoir recours au lemme de Cesàro.

16 Soit la fonction

f : x ÞÑ ex ` x

1. Montrer que pour tout n P N‹, l’équation f pxq “ n

admet une unique solution notée xn.

2. Montrer que xn ÝÑ
nÑ`8

`8.

3. Montrer que xn „ ln n.

4. Déterminer un équivalent de xn ´ ln n.
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