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16. Espaces vectoriels

Sous-espaces vectoriels

1 Les parties suivantes de R2 sont-elles des sous-
espaces vectoriels de R2 ?

1. tpx, yq P R2, y ě xu.

2. tpx, yq P R2, xy “ 0u.

3. tpx, yq P R2, y “ xu.

4. tpx, yq P R2, x ` y ` 1 “ 0u.

2 Les parties suivantes de RN sont-elles des sous-
espaces vectoriels de RN ?

1. L’ensemble des suites bornées de RN.
2. L’ensemble des suites monotones de RN.
3. L’ensemble des suites convergentes de RN.
4. L’ensemble des suites arithmétiques de RN.

3 Les parties suivantes de F pR,Rq sont-elles des
sous-espaces vectoriels de F pR,Rq ?

1. L’ensemble des fonctions monotones de F pR,Rq.

2. L’ensemble des fonctions de F pR,Rq qui s’an-
nulent en 0.

3. L’ensemble des fonctions de F pR,Rq qui s’an-
nulent en au moins un point.

4. L’ensemble des fonctions impaires de F pR,Rq.

5. L’ensemble des fonctions majorées de F pR,Rq.

6. L’ensemble des fonctions de F pR,Rq qui sont la
somme d’une fonction croissante et d’une fonction
décroissante.

4 On considère les vecteurs de R3 : u “ p1, 1, 0q,
v “ p0, 0, 1q, x “ p1, 1, 1q, y “ p1, 1,´1q. Montrer que
Vect pu, vq “ Vect px, yq.

5 Par des opérations sur les espaces vectoriels engen-
drés, montrer que

R2rXs “ Vect
`

pX ´ 1q2, pX ` 1q2, X2 ´ 1
˘

.

6 On considère :

F “ tpx, y , zq P R3, x ` y ´ z “ 0u,

G “ tpx ´ y , x ` y , x ´ 3yq, x, y P Ru.

1. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vecto-
riels de R3.

2. Déterminer F X G.

7 Soient E un espace vectoriel et F un sous-espace
vectoriel de E. Expliciter Vect pEzF q.

8 Soient E un espace vectoriel et A,B des parties de
E.

1. Comparer les sous-espaces vectoriels Vect pAX Bq

et Vect pAq X Vect pBq.

2. Montrer que Vect pAY Bq “ Vect pAq `Vect pBq.

9 Soient E un espace vectoriel et F,G des sous-
espaces vectoriels de E. Montrer que F YG est un sous-
espace vectoriel si et seulement si F Ă G ou G Ă F .

Familles libres, liées, bases

10 Dans les cas suivants, montrer que la famille de
fonctions pf , g, hq est libre dans F pR,Rq.

1. f : x ÞÑ ex , g : x ÞÑ e2x , h : x ÞÑ e´x .

2. f : x ÞÑ x, g : x ÞÑ ex , h : x ÞÑ cos x .

11 Soient u, v , w les suites de RN de termes généraux
respectifs :

un “ 1, vn “ n2, wn “ 2n.

Montrer que la famille pu, v , wq de RN est libre.

12 Soit n P N‹. Pour tout k P J1, nK, on note fk :
x ÞÑ ekx . Montrer que la famille pf1, . . . , fnq est libre dans
F pR,Rq.

13 Déterminer l’ensemble des réels a tels que la famille
de R3

pp1, a, 2q, p´1, 8, aq, p1, 2, 1qq

soit liée.

14 Soient n, p P N‹ et une matrice A P MnpKq qui
vérifie Ap “ 0 et Ap´1 ­“ 0 (A est nilpotente).

Montrer que pIn, A, . . . , A
p´1q est une famille libre de

MnpKq.

15 Dans les deux cas suivants, montrer que F est un
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel qu’on préci-
sera, et en déterminer une base.
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1. F “

"ˆ

x 2x ´ y

y x ` 2y

˙

, x, y P R
*

.

2. F “ tP P K2rxs, P p0q “ P p1qu.

3. F “ tP P K2rxs, P p1q “ P p2q “ 0u.

16 Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R3
donné par

F “ Vect pp4,´5, 3q, p2, 3,´2q, p4,´16, 10q, p8, 1,´1qq

17 Soient n P N‹ et x1, . . . , xn P K deux à deux dis-
tincts. On note L1, . . . , Ln les polynômes de Lagrange
associés à x1, . . . , xn : pour tout i P J1, nK, Li P Cn´1rXs

et
@j P J1, nK, Li pxj q “ δi ,j .

Montrer que la famille pL1, . . . , Lnq est une base de
Cn´1rXs.

Sous-espaces supplémentaires

18 On note E “ C pr0, 1s,Rq. On considère

F “

"

f P E,

ż 1

0

f ptq dt “ 0

*

,

G “ tf P E, f est constanteu.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires de E.

19 Soit n P N‹. Montrer que SnpRq et AnpRq sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires de MnpRq.

20 Soit A P KrXs un polynôme non nul. On considère

F “ tP P KrXs, A |P u.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de
KrXs.

2. Déterminer un supplémentaire de F dans KrXs.

21 Dans les deux cas suivants, montrer que F est un
sous-espace vectoriel de E et déterminer un supplémen-
taire de F dans E.

1. E “ C pR,Rq, et

F “ tf P E, f p0q “ 0u.

2. E “ C 1pR,Rq, et

F “ tf P E, f p0q “ 0, f 1p0q “ 0u.
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