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15. Dérivabilité

Dérivabilité, calcul de dérivées

1 Dans chacun des cas suivants, préciser le domaine
de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction
f.

1. f:x—/x2—x.

X
2. fix+—> ——.
XTI

3. f 1 x— x|x|.

f:x— (x? —1)arccos(x?).

2 Etudier la dérivabilité de la fonction

3 | Soit f : R} — R définie par

1 X
f: x»—><1—|—> .
X

1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa
dérivée.

2. Montrer que f admet un prolongement continu sur
R, toujours noté f.

3. La fonction f est-elle dérivable en 07

4 Soit f : [0, 1] — R une fonction dérivable qui s'an-
nule une infinité de fois sur [0, 1]. Montrer qu'il existe
x € [0, 1] tel que f(x) = f'(x) =0.

5 Soit n € N*. Calculer la dérivée d'ordre n de la
fonction
fixe—x"thx.

6 Soient ne N et f: x — x2". En calculant (" de
deux maniéres différentes, montrer que

(-6

7 On considére une fonction f : R — R dérivable en
x € R.

1. On suppose que f(x) = 0, la fonction |f| est-elle
dérivable en x ? Si oui calculer sa dérivée.

2. On suppose que f(x) = 0. Dans quel cas la fonc-
tion |f]| est-elle dérivable en x 7 Calculer sa dérivée
dans ce cas.

Théorémes généraux sur la dérivation

8 Soit f : R — R une fonction dérivable et coercive,
ie. :
f(x) — 4o, et f(x) — +o.
X——00 X—+00

Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f'(¢) = 0.

9 Soient / un intervalle de R et f : | — R une
fonction de classe € sur | qui s'annule en n + 1 points
distincts de /. Montrer que (" s’annule au moins une
fois sur /.

10 Régle de L'Hébpital. Soient a, b e R avec a < b. On
considére deux fonctions f, g continues sur [a, b], déri-

vables sur ]a, b[, et on suppose que g’ ne s'annule pas sur
]a, bl[.

1. Justifier que g(a) = g(b), et montrer qu'il existe
c €]a, b[ tel que

f(b)—f(a) _ f(c)

g(b)—g(a) — glo)
2. Montrer que

f’ f(x)—f
Si ﬁ—>£, anrsM%Z
g'(X) x—>at g(x) — g(a) x—at
3. Calculer Iim w
x—0t X

11 Soit f : [0, 1] — R continue sur [0, 1], dérivable sur
[0, 1] telle que f(0) = 0 et f'(0) = f(1). Montrer qu'il
existe ¢ €]0, 1[ tel que

12 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

1. Soient a,b € [ tels que a < b, f'(a) < 0 et
f'(b) > 0. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que
f'(c) =0.

2. Montrer que f'(/) est un intervalle.

13| Soit P € R[X] un polynéme de degré n > 2.

1. Montrer que si P admet n racines distinctes, alors
P’ est scindé et admet n — 1 racines distinctes.

2. Montrer que si P est scindé, alors P’ est scindé.
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14 Ftude des suites récurrentes. Soit f : [a, b] — [a, b]
une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. On
suppose qu’il existe K €]0, 1] tel que

Vx €la, b[, |f'(x)| < K.

1. Montrer que f admet un unique point fixe x* dans
[a, b].

2. On consideére la suite récurrente (up,)
Up € [a, b], et

nen définie par
VneN, upyr = f(uy).

Montrer que u, —> x*.
n—+0o0




