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11. Limites — Continuité

Calculs de limite et continuité en un point

1 Dans chacun des cas suivants, calculer la limite de
la fonction f au point précisé lorsqu’elle existe.
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1. f:xw—
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2. f i x> /X2 +x—xen +ow.
3. f:x—tan(x)tan(2x) en 7.
4. f:xw—sin(Inx) en 4o0.
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2 On considéere la fonction

f: Ry - R

Déterminer Xﬂrroo f(x), lim f(x) et lim f(x).

X——00 x—0

3 Montrer que la fonction

XX

[XJ[XJ
définie sur [1, +oo[ n'a pas de limite en +00.
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4 = Montrer que les fonctions suivantes sont continues
sur leur domaine de définition.
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1. f(x) = le—l/x
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5 | Etudier la continuité et I'existence de prolongement
par continuité de la fonction

f:. R - R
2

x<eX
X —
1—eX
6 = Montrer que la fonction
f: R — R

x = x|+ /x—]|x]
est continue en tout point de R.

Limites et fonctions continues

7 | Soit f : R — R une fonction périodique qui admet
une limite en +00. Que dire de f7?

8  Existe-t-il un réel x tel que la fonction 1g admet
une limite en x 7

9  Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que f
a une limite finie en 0 et

VxeR, f(2x) = f(x).

10 Soient £ € R et f : Ry — R une fonction bornée
telle que

fex)—f(x) — ¢

X—+00

Monter que £ = 0.

11 Trouver toutes les fonctions f : R — R continues
en 0 et en 1 telles que

VxeR, f(x?) = f(x).

121 Soit f : R% — R une fonction croissante telle que

LX)

la fonction g : x — est décroissante sur R? .

Montrer que la fonct|on f est continue sur R? .

13 Trouver toutes les fonctions continues f : R — R
telles que

Vx,yeR, f(x+y) = f(x)+ f(y).
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14 On considére la fonction f : R — R définie par :
. XH{ 0 six¢Qoux=0,

2avecpag=1.

q
Déterminer les points de continuité de f.

L sinon, ol x =

Théorémes généraux sur la continuité

15 Soit f € €(R, R) telle que f(R) < Z. Que dire de
la fonction f 7

16 Montrer que tout polyndme de degré impair admet
une racine réelle.

17 Soient £, £ et une fonction f € (R, R) telle que
/
f(x) e £, et f(x) P Z.

Montrer que f est bornée.

18 Soit f : [0, 1] — [0, 1] une fonction continue. Mon-
trer que f admet un point fixe sur [0, 1].

19 Soit f : R — R une fonction continue et décrois-
sante. Montrer que f admet un unique point fixe.

20 Soient f, g deux fonctions continues sur un inter-
valle [a, b] avec a < b, telles que

f(x) = .
Jmax F00 = max g(x)

Montrer qu'il existe c € [a, b] tel que f(c) = g(c).

21 Un cycliste parcourt 30 km en 1 heure.

1. Montrer qu'il existe un intervalle de temps de 10
minutes pendant lequel le cycliste a parcouru 5 km.

2. Existe-t-il toujours un intervalle de temps de 40 mi-
nutes pendant lequel il a parcouru 20 km?

22| Soit f € ¥ (R, R) une fonction coercive, i.e. :
f(X) x:)oo +00, et f(X) X—>—+>(E +00.

Montrer que f admet un minimum.

23 On suppose que f : R, — R est continue et surjec-
tive. Montrer que pour tout y € R, I'équation y = f(x)
admet une infinité de solutions.

24 Soit f une fonction réelle continue et injective sur
un intervalle /. Montrer que f est strictement monotone
sur /.

Pour aller plus loin

25 Déterminer une bijection de [0, 1] dans [0, 1] dis-
continue en tout point.



