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7. Applications — Relations binaires

Applications

1 Soient £ un ensemble et A, B € Z(E). Montrer
que

Ac B < 14<15.

17 =1-1a.

Tars = 1alp.

Tlaog = 1a+1g—14l5.

e

Injectivité, surjectivité, bijectivité
2 Dans chacun des cas suivants, déterminer si |'appli-
cation f est injective, surjective, bijective.

1. f: Z — Z
n — n+1

2. f: R? R2
(xy) = (x+y.x—y)
3.f: C —» C*
z — €7
4. f: ZxN* > Q
(p.a) — Pty
5. f R2 — R2

3 Montrer que I'application

f: R - R
X - x3
est bijective. Qu'en est-ilde g: C — C ?
z — 73

4 Soient f : E —> F et g: F — G deux applications.

1. Montrer que si g o f est injective et f surjective,
alors g est injective.

2. Montrer que si g o f est surjective et g injective,
alors f est surjective.

5 Soit f : E — E une application telle que

fofof=f.

Montrer que f est injective si et seulement si elle est
surjective.

6 |'application

f: R — R
X - 2|x]—x

est-elle injective 7 surjective ?

On pourra commencer par tracer le graphe de f.

7 Exemples de bijections
1. Donner un exemple de bijection de N dans N*.

2. Donner un exemple de bijection de R dans R non
monotone.

3. Donner un exemple de bijection de R dans R*.

8 | Soit E un ensemble. Montrer qu’il n'existe pas de
surjection de E dans Z(E).

Indication :sif € #(E, Z(E)), on pourra introduire I'en-
semble {x € E, x ¢ f(x)}.

Image directe, image réciproque

9  Soient f : E — F une application et A, B € Z(E).
1. Montrer que f(Au B) = f(A) u f(B).
2. Montrer que f(An B) c f(A) n f(B).

Montrer qu’on n'a pas égalité en général.

10 Soient f : E — F une application et C, D € Z(F).
1. Montrer que f~Y(C u D) = f~1(C) u F~ (D).
2. Montrer que f~1(C n D) = f~}(C) n f~1(D).
3. Montrer que f~1(C) = f-1(C).

11 Soit f : E — F une application. Montrer que

f est injective
< VA Be P(E), f(AnB)="f(A)nf(B).

12 On considére I'application
f: C — C
z = Z°4z41
1. Déterminer f(C), f(C*) et f(R).
2. Déterminer f=1(C), f=(C*) et f~1(R).

13 Soit f : E — F une application.
1. a Montrer: YAe Z(E), Ac f~1(f(A)).
b. Montrer : VB e Z(F), f(f~1(B)) < B.

2. a. Montrer :

f injective & VAe Z(E), A= f1(f(A)).
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b. Montrer :

f surjective = VBe Z(F), f(f"}(B)) = B.

Relations binaires
14 On définit une relation binaire £ sur R par :

xRy < |x| = |y|.
1. Montrer que &# définit une relation d’'équivalence
sur R.

2. Pour x € R, déterminer la classe d'équivalence de
X pour Z.

3. Donner un ensemble de représentants des classes
d’'équivalence de Z.

15 On définit une relation binaire % sur Z par :

n#Zm < n+ m est pair.

Montrer que & est une relation d'équivalence sur Z, et
déterminer ses classes d'équivalences.

16 Soient A un ensemble non vide et £ = % (A, R).
On introduit la relation < sur E définie par
f<g < VYxeA f(x)<g(x).
1. Montrer que < est une relation d'ordre sur E.

2. Déterminer une condition sir le nombre d'éléments
de A pour que < soit une relation d'ordre totale.

17 Ordre lexicographique sur Ri On introduit la rela-
tion < sur E = R définie par
x.y)<(X.y) & x<x ou(x=xety<y).
1. Montrer que < est une relation d'ordre totale sur
E. On I'appelle I'ordre lexicographique.

2. Montrer que A = [0, 1]? est majorée pour I'ordre
<, et que A admet un plus grand élément.

3. Soit B = [0, 1[x[0, 1[.
a. Montrer que B n'admet pas de plus grand élé-
ment pour <.

b. Déterminer I'ensemble .#(B) des majorants
de B, et montrer que .#(B) admet un plus
petit élément.




