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Interrogation de cours — 13

Corrigé
1. Soient E un K-espace vectoriel et (x1, ..., z,) une famille de vecteurs de E. La famille (z1,...,x,) est
libre si et seulement si . ..
n
V)\l,...,)\HEK, Z)\p’EZ:OE@Al::)\n:O
=1

2. Déterminer une base du sous-espace vectoriel F' = {(z,y,2) € R}, x +y + z = 0} de R3.

s Y

F = {(z,y,—x—vy), z,ye R} = {x(1,0,—-1)+y(0,1,-1), z,y e R}
—  Vect((1,0,—1), (0,1,—1)).
Ainsi, en notant uq = (1,0, —1) et ug = (0,1, —1), la famille (u1, us) est génératrice du sous-espace vectoriel

F de R3. Comme les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires, la famille (u1,us) est libre, c’est donc une
base de F'.

3. On note

fiox—1, g:x— e’ h:x— e,

Montrer que la famille (f, g, h) est une famille libre de .# (R, R).

s Y

Soient a,b,c € R tels que af + bg + ch = 0z r), c’est-a-dire que Vz € R, a + be” + ce®® = 0.
Comme on a aussi af’ + bg’ + ch' = 02w r), et af” +bg” + ch” = 0zr r), on obtient :

VzeR, be® +2ce®® =0, et be® + 4ce®® =0

En choisissant x = 0 dans chacune de ces égalités, on obtient

a+b+c = 0 a = 0
b+2¢c = 0 < b = 0
b+4c = 0 c = 0

Donc la famille est libre.

On pouvait aussi raisonner a l'aide de passages a la limite, ou de seules évaluations de af + bg + ch.

4. Soit F = .7 (R,R). On introduit les sous-espaces vectoriels de E :

F={fekFE, f(0)=0}, et G={feFE, festconstante}.

Montrer que F' et GG sont supplémentaires dans E.

— Soit f € F n G. La fonction f est constante et f(0) = 0, donc f est la fonction constante nulle. On a
donc F' n G = {0g}, et F et G sont en somme directe.

— Par ailleurs, si f € F, alors f = f — f(0) + f(0). Comme f— f(0)e F et f(0O)e G,ona feF+G.
On a donc montré £ = F + G
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Ceci montre bien que £ = F @ G.

On pouvait ausst raisonner par analyse-syntheése.

5. Donner une base de F' = Vect ((2,1,3), (5,4,0), (—1,0,—4)). La famille ((2,1, 3), (5,4,0), (—1,0,—4))
est-elle libre ?

-

On a

Vect ((2,1,3), (5,4,0), (—1,0,—4)) Vect ((—1,0,—4), (2,1,3), (5,4,0))
= Vect ((—1,0,-4), (0,1,-5), (0,4, —20))
= Vect((—1,0,—4), (0,1,-5)).

Les vecteurs (—1,0,—4) et (0,1, —5) étant non colinéaires, ((

base de F.

D’apres ce qui précede, ((2,1,3), (5,4,0), (=1,0,—4)) n’est pas libre.

—1,0,—4), (0,1, —5)) est libre, et est donc une

.




