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Cahier de vacances

1

1. Par hypothèse, DN0 P N tel que @n P N, n ě N0 ñ vn ‰ 0. Ainsi la suite
´

un
vn

¯

est définie à partir du rang N0. De plus,

comme un „
`8
vn, on a lim

nÑ`8

un
vn

“ 1. Alors, @ε ą 0, DN P N tel que N ě N0 et @n ě N,
ˇ

ˇ

ˇ

un
vn

´ 1
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε.

Prenons ε “ 1
2 . Fixons un entier N vérifiant cette propriété. Ainsi, @n ě N, ´ 12 ď un

vn
´1 ď 1

2 , donc unvn ě 1
2 et ainsi unvn ą 0.

On en déduit que un et vn sont de même signe à partir d’un certain rang.

2. Au voisinage de `8,

sinh

ˆ

1

n

˙

“
1

n
`
1

6n3
` o

ˆ

1

n3

˙

, tan

ˆ

1

n

˙

“
1

n
`
1

3n3
` o

ˆ

1

n3

˙

.

Donc un „ ´ 1
6n3 . On en déduit que, à partir d’un certain rang, un est négatif.

2

On pose f pxq “ Arctan x .

1. a. Premier cas : Si u1 ă u0 Puisque la fonction f : x ÞÑ Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctanpu1q ă

Arctanpu0q c’est-à-dire u2 ă u1. Par récurrence, on prouve que @n P N , un`1 ă un. Donc la suite punq est strictement
décroissante.
Deuxième cas : Si u1 ą u0 Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite punq est strictement croissante.
Troisième cas : Si u1 “ u0 La suite punq est constante.
Pour connaître les variations de la suite punq, il faut donc déterminer le signe de u1 ´ u0, c’est-à-dire le signe de
Arctanpu0q ´ u0. On pose alors gpxq “ Arctanx ´ x et on étudie le signe de la fonction g. On a @x P R, g1pxq “ ´x2

1`x2

et donc @ x P R˚, g1pxq ă 0. Donc g est strictement décroissante sur R et comme gp0q “ 0 alors : @x P s0,`8r,
gpxq ă 0 et @x P s´8, 0r, gpxq ą 0. On a donc trois cas suivant le signe de x0 : - Si x0 ą 0, la suitepunq est
strictement décroissante. - Si x0 “ 0, la suite punq est constante. - Si x0 ă 0, la suitepunq est strictement croissante.

2. La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur gpRq “ R. 0 admet donc
un unique antécédent par g et, comme gp0q “ 0, alors 0 est le seul point fixe de f . Donc si la suite punq converge, elle
converge vers 0, le seul point fixe de f .
Premier cas : Si u0 ą 0 L’intervalle s0,`8r étant stable par f , on a par récurrence, @n P N, un ą 0. Donc la suite punq

est décroissante et minorée par 0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f .
Deuxième cas : Si u0 ă 0 Par un raisonnement similaire, on prouve que punq est croissante et majorée par 0, donc elle
converge vers 0.
Troisième cas : Si u0 “ 0 La suite punq est constante.
Conclusion : @ u0 P R, punq converge vers 0.

3. Soit h une fonction continue sur R telle que, @x P R, hpxq “ hpArctan xq. Soit x P R. Considérons la suite punq définie par
u0 “ x et @n P N , un`1 “ Arctanpunq. On a alors hpxq “ hpu0q “ hpArctanpu0qq “ hpu1q “ hpArctanpu1qq “ hpu2q “ . . . .
Par récurrence, on prouve que, @n P N, hpxq “ hpunq. De plus lim

nÑ`8
hpunq “ hp0q par convergence de la suite punq vers 0

et par continuité de h. On obtient ainsi : hpxq “ hp0q et donc h est une fonction constante. Réciproquement, toutes les
fonctions constantes conviennent. Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au problème.

3

1. a. Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de l’ensemble des suites à valeurs complexes. La suite nulle appartient
à E ( obtenue pour (u0, u1q “ p0, 0qq. Soit u “ punqnPN et v “ pvnqnPN deux suites de E. Soit λ P C. Montrons
que w “ u ` λv P E. On a @ n P N, wn “ un ` λvn. Soit n P N. wn`2 “ un`2 ` λvn`2. Or pu, vq P E2, donc
wn`2 “ 2aun`1`4pia´1qun`λ p2avn`1 ` 4pia ´ 1qvnq c’est-à-dire wn`2 “ 2a pun`1 ` λvn`1q`4pia´1q pun ` λvnq

ou encore wn`2 “ 2awn`1` 4pia´ 1qwn. Donc w P E. Donc E est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des suites
à valeurs complexes.

2. On considère l’application φ définie par :

φ :
E ÝÑ C2
u “ punqnPN ÞÝÑ pu0, u1q

1
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Par construction, φ est linéaire et bijective. Donc φ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. On en déduit que dimE “

dimC2 “ 2.

3. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 à coefficients constants. On introduit l’équation caractéristique pEq :
r2 ´ 2ar ´ 4pia ´ 1q “ 0. On a deux possibilités :
- si pEq admet deux racines distinctes r1 et r2, alors @ n P N, un “ αrn1 ` βr n2 avec pα, βq que l’on détermine à partir des
conditions initiales.
- si pEq a une unique racine double r , alors @n P N, un “ pαn`βqrn avec pα, βq que l’on détermine à partir des conditions
initiales.
Le discriminant réduit de pEq est ∆1 “ a2 ` 4ia ´ 4 “ pa ` 2iq2.

– Premier cas : a “ ´2i r “ a “ ´2i est racine double de pEq. Donc, @ n P N, un “ pαn ` βqp´2iqn. Or u0 “ 1 et
u1 “ 1, donc 1 “ β et 1 “ pα` βqp´2iq. On en déduit que α “ i

2 ´ 1 et β “ 1.

– Deuxième cas : a ‰ ´2i On a deux racines distinctes r1 “ 2pa ` iq et r2 “ ´2i . Donc @ n P N, un “ α p2pa ` iqq
n

`

β p´2iqn. Or u0 “ 1 et u1 “ 1, donc α` β “ 1 et 2pa ` iqα´ 2iβ “ 1. On en déduit, après résolution, que

α “
1` 2i

2a ` 4i
et β “

2a ` 2i ´ 1

2a ` 4i
.

4 Calculons :

P 1
n`1 “

˜

2n`3
ÿ

k“0

p´Xqk

k!

¸1

“ ´

2n`3
ÿ

k“1

p´Xqk´1

pk ´ 1q!
“ ´

2n`2
ÿ

k“0

p´Xqk

pkq!
“ ´

2n`1
ÿ

k“0

p´Xqk

pkq!
´
X2n`2

p2n ` 2q!
“ ´Pn ´

X2n`2

p2n ` 2q!

On a alors :

P 2
n`1 “ ´P 1

n ´
X2n`1

p2n ` 1q!
“ Pn´1 `

X2n

p2nq!
´
X2n`1

p2n ` 1q!
“ Pn

Par récurrence, l’hérédité est triviale (P0 “ 1´X est décroissante et s’annule une unique fois)
Concentrons nous sur l’hérédité. Soit n P N, on suppose pn strictement décroissante et qui s’annule en une unique valeur notée
un. On a p2

n`1 “ pn donc p1
n`1 est croissante sur r´8, uns et décroissante sur run,`8s. Elle admet alors un maximum en un.

Or p1
n`1punq “ ´pnpunq ´

u2n`2
n

p2n`2q! “ 0´
u2n`2
n

p2n`2q! “ ´
u2n`2
n

p2n`2q! ă 0 (car il est évident que un ‰ 0). On en déduit que le maximum
de P 1

n`1 est strictement négatif et donc que p1
n`1 est strictement négative : pn`1 est strictement décroissante. Or c’est une

fonction polynomiale donc elle s’annule une unique fois sur R.
Enfin Pn est un polynôme de degré impair et strictement décroissant, donc il admet une unique solution un sur R.
On a alors en regroupant termes pairs et impairs :

Pn “

2n`1
ÿ

k“0

p´Xqk

k!
“

n
ÿ

p“0

p´Xq2p

p2pq!
`

p´Xq2p`1

p2p ` 1q!
“

n
ÿ

p“0

X2p

p2pq!
p1´

X

2p ` 1
q.

On calcule alors P p1q ą 0 et

P p2n ` 1q “

n
ÿ

p“0

p2n ` 1q2p

p2pq!
p1´

2n ` 1

2k ` 1
q

loooooomoooooon

ă0

ă 0

D’après le TVI, un fonction polynomiale étant continue, un P r1, 2n ` 1s.

Calculons enfin Pn`1punq “ Pnpunq`
u2nn

p2n!q ´
u2n`1
n

p2n`1q! “
u2nn

p2nq!

´

1´ un
2n`1

¯

. On un ă 2n`1 donc p1´ un
2n`1 q ą 0 et ainsi Pn`1punq ą 0.

On en déduit d’après les variations de Pn`1 que un ă un`1 : la suite un est monotone croissante (strictement).

5

1. fn est dérivable de dérivée f 1
npxq “ 3nx3n´1 ´

?
n “

?
np3

?
nx3n´1 ´ 1q. Si x ě 1, cette quantité est strictement positive,

donc fn est strictement croissante sur r1, 2s en particulier. Or fnp1q “ 2´
?
n ă 0 car n ě 4 et fnp2q “ 23n ´ 2

?
n` 1 ą 0

On en déduit que fnpxq “ 0 admet une unique solution entre 1 et 2.

2. Nous allons utiliser une inégalité classique : pour u ě 0, lnp1 ` uq ě u ´ u2

2 ; qu’on peut démontrer par une étude de
fonction.

2
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fnp1`
1

?
n

q “ p1`
1

?
n

q3n ´
?
n

ˆ

1`
1

?
n

˙

` 1

“ expp3n ln

ˆ

1`
1

?
n

˙

q ´
?
n

ě expp3
?
n ´
3

2
q ´

?
n

ě expp3
?
n ´
3

2
q ´

?
n

ě 1` 3
?
n ´
3

2
´

?
n

ě 2
?
n ´
1

2

car exppuq ě 1` u. On en déduit donc que f p1` 1?
n

q ě 0 et donc 1 ď xn ď 1` 1?
n
. Par encadrement, on a donc ϵn Ñ 0.

3. On a alors x3nn “
?
nxn ´ 1 donc x3n´1

n „
?
n. c’est à dire 3n lnpxnq “ lnp

?
nxn ´ 1q “ lnp

?
nxnq ` lnp1 ´ 1?

nxn
q. D’où

6n lnpxnq “ lnpnq ` 2 lnpxnq ` 2 lnp1´ 1?
nxn

q dont on déduit 6n lnpxnq „

lnpnq. Or lnpxnq „ xn ´ 1 donc xn ´ 1 „
lnpnq

6n . On en déduit xn “ 1`
lnpnq

6n ` op
lnpnq

n q.

4. On cherche un terme en plus. On a

xn “ p
?
nxn ´ 1q1{3n

“ expp
1

3n
lnp

?
nxn ´ 1qq

“ expp
1

3n
lnp

?
n `
lnpnq

6
?
n

´ 1` op
ln n
?
n

qqq

“ expp
lnpnq

6n
`
1

3n
lnp1´

1
?
n

`
lnpnq

6n
` op

ln n

n
qqq

“ expp
lnpnq

6n
`
1

3n
lnp1´

1
?
n

` op
1

?
n

qqq

“ expp
lnpnq

6n
´

1

3n
?
n

` op
1

n
?
n

qq

“ 1`
lnpnq

6n
´

1

3n
?
n

` op
1

n
?
n

q

6

1. g est de classe C8 sur R et h est de classe C8 sur Rz t´1u. On prouve, par récurrence, que :

@ x P R, gpkqpxq “ 2ke2x et @ x P Rz t´1u , hpkqpxq “
p´1qkk!

p1` xqk`1

2. g et h sont de classe C8 sur Rz t´1u donc, d’après la formule de Leibniz, f est de classe C8 sur Rz t´1u et @x P Rz t´1u :

f pnqpxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

gpn´kqpxqhpkqpxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

2n´ke2x
p´1qkk!

p1` xqk`1
“ n!e2x

n
ÿ

k“0

p´1qk2n´k

pn ´ kq!p1` xqk`1
.

3. Notons pPnq la propriété : Si f : I Ñ R et g : I Ñ R sont n fois dérivables sur I alors, f g est n fois dérivable sur I et :

@ x P I, pf gqpnqpxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pn´kqpxqgpkqpxq.

Prouvons que pPnq est vraie par récurrence sur n. La propriété est vraie pour n “ 0 et pour n “ 1 (dérivée d’un produit).
Supposons la propriété vraie au rang n ě 0. Soit f : I Ñ R et g : I Ñ R deux fonctions n ` 1 fois dérivables sur I. Les
fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothèse de récurrence la fonction f g l’est aussi

avec @ x P I, pf gqpnqpxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pn´kqpxqgpkqpxq.

Pour tout k P t0, . . . , nu, les fonctions f pn´kq et gpkq sont dérivables sur I donc par opération sur les fonctions dérivables,
la fonction pf gqpnq est encore dérivable sur I. Ainsi la fonction f g est pn ` 1q fois dérivable et : @ x P I, pf gqpn`1qpxq “

3
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n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

´

f pn`1´kqpxqgpkqpxq ` f pn´kqpxqgpk`1qpxq
¯

. En décomposant la somme en deux et en procédant à un décalage

d’indice sur la deuxième somme, on obtient :

@ x P I, pf gqpn`1qpxq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pn`1´kqpxqgpkqpxq `

n`1
ÿ

k“1

ˆ

n

k ´ 1

˙

f pn`1´kqpxqgpkqpxq.

C’est-à-dire pf gqpn`1qpxq “

n
ÿ

k“1

ˆˆ

n

k

˙

`

ˆ

n

k ´ 1

˙˙

f pn`1´kqpxqgpkqpxq `

ˆ

n

0

˙

f pn`1qpxqgp0qpxq `

ˆ

n

n

˙

f p0qpxqgpn`1qpxq.

Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a
ˆ

n

k

˙

`

ˆ

n

k ´ 1

˙

“

ˆ

n ` 1

k

˙

. On remarque également que
ˆ

n

0

˙

“ 1 “

ˆ

n ` 1

0

˙

et
ˆ

n

n

˙

“ 1 “

ˆ

n ` 1

n ` 1

˙

. On en déduit que pf gqpn`1qpxq “

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n ` 1

k

˙

f pn`1´kqpxqgpkqpxq. Donc pPn`1q est vraie.

7

1. Théorème des accroissements finis : Soit f : ra, bs ÝÑ R. On suppose que f est continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br.
Alors D c P sa, br tel que f pbq ´ f paq “ f 1pcqpb ´ aq.

2. On pose l “ lim
xÑx0

f 1pxq. Soit h ‰ 0 tel que x0`h P ra, bs. En appliquant le théorème des accroissements finis, à la fonction

f , entre x0 et x0`h, on peut affirmer qu’il existe ch strictement compris entre x0 et x0`h tel que f px0`hq´f px0q “ f 1pchqh.
Quand h Ñ 0 (avec h ‰ 0), on a, par encadrement, ch Ñ x0. Donc lim

hÑ0

1
h

pf px0 ` hq ´ f px0qq “ lim
hÑ0
f 1pchq “ lim

xÑx0
f 1pxq “

l . On en déduit que f est dérivable en x0 et f 1px0q “ l .

3. La fonction g proposée dans l’indication est évidemment dérivable sur s´8, 0r et s0,`8r. g est également dérivable en
0 car 1h pgphq ´ gp0qq “ h sin

`

1
h

˘

. Or lim
hÑ0
h‰0

h sin
`

1
h

˘

“ 0 car |h sin
`

1
h

˘

| ď |h|. Donc, g est dérivable en 0 et g1p0q “ 0.

Cependant, @ x P Rz t0u, g1pxq “ 2x sin
`

1
x

˘

´ cos
`

1
x

˘

. 2x sin
`

1
x

˘

ÝÝÝÑ
xÑ0

0 (car |2x sinp 1x q| ď 2|x |q, mais x ÞÝÑ cos
`

1
x

˘

n’admet pas de limite en 0. Donc g1 n’a pas de limite en 0.

8

1. Par hypothèse : @ ε ą 0, D N P N{ @n ě N, |
un`1
un

´ l | ď ε.(1) Prenons ε “ 1´l
2 . Fixons un entier N vérifiant (1). Alors

@ n P N, n ě N ùñ |
un`1
un

´ l | ď 1´l
2 . Et donc, @n ě N,

un`1
un

ď 1`l
2 . On pose q “ 1`l

2 . On a donc q P s0, 1r. On a alors

@n ě N, un`1 ď qun. On en déduit, par récurrence, que @n ě N, un ď qn´NuN . Or
ÿ

něN

qn´NuN “ uNq
´N

ÿ

něN

qn et
ÿ

něN

qn

converge car q P s0, 1r. Donc, par critère de majoration des séries à termes positifs,
ÿ

un converge.

2. On pose : @ n P N˚, un “ n!
nn . @ n P N˚, un ą 0 et @ n P N˚, un`1

un
“ nn

pn`1qn “ e´n lnp1`
1
n

q. Or ´n lnp1 ` 1
n q ∼̀

8
´1 donc

lim
nÑ`8

un`1
un

“ e´1 ă 1. Donc
ÿ

un converge.

9

1. Par hypothèse, D N0 P N{ @ n P N, n ě N0 ùñ vn ‰ 0. Ainsi la suite
´

un
vn

¯

est définie à partir du rang N0. De plus, on

suppose que un ∼̀
8
vn. On en déduit que lim

nÑ`8

un
vn

“ 1. Alors, @ ε ą 0, DN P N tel que N ě N0 et @ n P N, n ě N ùñ
ˇ

ˇ

ˇ

un
vn

´ 1
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε.(1) Prenons ε “ 1

2 . Fixons un entier N vérifiant p1q. Ainsi, @ n P N, n ě N ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

un
vn

´ 1
ˇ

ˇ

ˇ
ď 1
2 . C’est-à-dire,

@ n P N, n ě N ùñ ´ 12 ď un
vn

´ 1 ď 1
2 . On en déduit que @ n P N, n ě N ùñ 1

2 ď un
vn

ď 3
2 .()

Premier cas : Si
ÿ

vn converge D’après (), @n ě N, un ď 3
2vn. Donc, par critère de majoration des séries à termes positifs,

ÿ

un converge.

Deuxième cas : Si
ÿ

vn diverge D’après (), @n ě N, 12vn ď un. Donc, par critère de minoration des séries à termes positifs,
ř

un diverge. Par symétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.

2. On pose @ n ě 2, un “
pp´1qn`iq ln n sinp 1n q

p
?
n`3´1q

. |un| “

?
2 ln n sinp 1

n
q

p
?
n`3´1q

. De plus |un| ∼̀
8

?
2 ln n

n
3
2

“ vn On a n
5
4 vn “

?
2 ln n

n
1
4

, donc

lim
nÑ`8

n
5
4 vn “ 0. On en déduit que

ÿ

vn converge. D’après 1.,
ÿ

ně2

|un| converge. Donc
ÿ

ně2

un converge absolument. De

4
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plus, la suite punqně2 est à valeurs dans C, donc
ÿ

ně2

un converge.

10

1. a. S2n`2 ´ S2n “ u2n`2 ´ u2n`1 ď 0, donc pS2nqnPN est décroissante. De même S2n`3 ´ S2n`1 ě 0, donc pS2n`1qnPN
est croissante. De plus S2n ´S2n`1 “ u2n`1 et lim

nÑ`8
u2n`1 “ 0, donc lim

nÑ`8
pS2n ´S2n`1q “ 0. On en déduit que les

suites pS2nqnPN et pS2n`1qnPN sont adjacentes. Donc elles convergent et ce vers une même limite. Comme pS2nqnPN
et pS2n`1qnPN recouvrent l’ensemble des termes de la suite pSnqnPN, on en déduit que la suite pSnqnPN converge aussi
vers cette limite. Ce qui signifie que la série

ÿ

p´1qkuk converge.

b. Le reste Rn “

`8
ÿ

k“n`1

p´1qkuk vérifie @ n P N, |Rn| ď un`1.

2. On pose : @ x P R, @ n P N˚, fnpxq “
p´1qne´nx

n . On a alors @ n P N˚, fnpxq “ p´1qnunpxq avec unpxq “ e´nx

n .

a. Soit x P R. Si x ă 0, alors lim
nÑ`8

|fnpxq| “ `8, donc
ÿ

ně1

fnpxq diverge grossièrement. Si x ě 0, alors punpxqqnPN est

positive, décroissante et lim
nÑ`8

unpxq “ 0. Donc d’après 1.(a),
ř

ně1

fnpxq converge. Donc
ÿ

ně1

fn converge simplement

sur r0,`8r.

Remarque : pour x ą 0, on a aussi convergence absolue de
ř

ně1

fnpxq. En effet, pour tout réel x ą 0, n2|fnpxq| “

ne´nx ÝÑ
nÑ`8

0 donc, au voisinage de `8, |fnpxq| “ o
`

1
n2

˘

.

b. Comme
ÿ

ně1

fn converge simplement sur r0,`8r, on peut poser @ x P r0,`8r, Rnpxq “

`8
ÿ

k“n`1

fkpxq. Alors, comme,

@x P r0,`8r, punpxqqnPN est positive, décroissante et lim
nÑ`8

unpxq “ 0, on en déduit, d’après 1.(b), que : @x P r0,`8r,

|Rnpxq| ď e´pn`1qx

n`1 . Et donc @ x P r0,`8r, |Rnpxq| ď 1
n`1 . (majoration indépendante de x) Et comme lim

nÑ`8

1
n`1 “ 0,

alors pRnq converge uniformément vers 0 sur r0,`8r. C’est-à-dire
ÿ

ně1

fn converge uniformément sur r0,`8r.

11

1. π
?
n2 ` n ` 1 “ nπ

b

1` 1
n ` 1

n2 . Or, au voisinage de `8,

c

1`
1

n
`
1

n2
“ 1`

1

2
p
1

n
`
1

n2
q ´

1

8n2
`Op

1

n3
q “ 1`

1

2n
`
3

8n2
`Op

1

n3
q.

Donc, au voisinage de `8, π
?
n2 ` n ` 1 “ nπ ` π

2 ` 3
8
π
n `Op 1n2 q.

2. On pose @n P N˚, vn “ cos
`

π
?
n2 ` n ` 1

˘

.

D’après 1., vn “ cos
`

nπ ` π
2 ` 3

8
π
n `Op 1n2 q

˘

“ p´1qn`1 sin
`

3
8
π
n `Op 1n2 q

˘

. Donc vn “ 3π
8

p´1qn`1

n `Op 1n2 q.

Or
ÿ

ně1

p´1qn`1

n
converge (d’après le critère spécial des séries alternées) et

ÿ

ně1

Op
1

n2
q converge (par critère de domination),

donc
ÿ

ně1

vn converge.

3. D’après le développement asymptotique du 2., on a |vn| ∼̀
8

3π
8n . Or

ÿ

ně1

1

n
diverge (série harmonique), donc

ÿ

ně1

|vn| diverge,

c’est-à-dire
ř

ně1

vn ne converge pas absolument.

12

On a

un “
p´1qn

n3{4p1` sinpnqn´3{4
“

p´1qn

n3{4
p1´

sinpnq

n3{4
` op

1

n3{4
q “

p´1qn

n3{4
loomoon

vn

`
p´1qn sinpnq

n3{2
loooooomoooooon

wn

` o

ˆ

1

n3{2

˙

5
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Or vn est le terme général d’une série convergente (par critère des séries alternées) et wn est le terme général d’une série
absolument convergente (par comparaison à une série de Riemann

ř

1
n3{2

convergente). Donc
ř

un converge.

13 Calculons :

un “
e inθ

?
n ` e inφ

“
e inθ
?
n

1

1` e inφ?
n

“
e inθ
?
n

p1´
e inφ
?
n

`Op
1

n
qq

“
e inθ
?
n

´
e inpθ`φq

n
`Op

1

n
?
n

q

Posons vn “ e inθ?
n

et wn “ e inpθ`φq

n . Le Op 1
n

?
n

q est le terme général d’une série absolument convergente, la convergence de
ř

un

dépend de la convergence de
ř

vn ` wn.
- Si θ et φ sont des multiples impairs de π, alors vn est le terme général d’une série alternée donc convergente mais wn est
divergente. Le O étant le terme général d’une série absolument convergente, on en déduit

ř

un diverge. - Si θ est un multiple
pair et φ un multiple impair alors

ř

vn diverge et
ř

wn converge donc
ř

un diverge. - Si θ est un multiple impair et φ un
multiple pair, alors

ř

vn converge ainsi que
ř

wn par CSSA. Donc
ř

un converge - Si θ et φ sont des multiples pairs, alors
vn`wn “ 1?

n
´ 1
n “

?
n´1
n „ 1?

n
qui est le terme général d’un série divergente. Par théorème de comparaison des séries à termes

positifs,
ř

un diverge.

14

1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur l’ouvert R2z tp0, 0qu. On considère la norme euclidienne sur
R2 définie par @ px, yq P R2, ||px, yq||2 “

a

x2 ` y2. On a @ px, yq P R2, |x | ď ||px, yq||2 et |y | ď ||px, yq||2. On en déduit

que @ px, yq P R2z tp0, 0qu, |f px, yq ´ f p0, 0q| “
|x ||y |

||px,yq||2
ď

p||px,yq||2q
2

||px,yq||2
“ ||px, yq||2 ÝÑ

px,yqÑp0,0q
0. On en déduit que f est

continue en p0, 0q. Ainsi f est continue sur R2.
2. Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées partielles en tout point de l’ouvert
R2z tp0, 0qu. En p0, 0q : lim

tÑ0

1
t

pf pt, 0q ´ f p0, 0qq “ 0 , donc f admet une dérivée partielle en p0, 0q par rapport à sa première

variable et Bf
Bx p0, 0q “ 0. De même, lim

tÑ0

1
t

pf p0, tq ´ f p0, 0qq “ 0 . Donc f admet une dérivée partielle en p0, 0q par rapport

à sa seconde variable et Bf
By p0, 0q “ 0.

3. D’après le cours, f est de classe C1 sur R2 si et seulement si Bf
Bx et Bf

By existent et sont continues sur R2. Or, @px, yq P

R2z tp0, 0qu, Bf
Bx px, yq “

y3

px2`y2q
3
2
. On remarque que @ x ą 0, Bf

Bx px, xq “ 1
2

?
2
. Donc, lim

xÑ0`

Bf
Bx px, xq “ 1

2
?
2

‰ Bf
Bx p0, 0q. On

en déduit que Bf
Bx n’est pas continue en p0, 0q. Donc f n’est pas de classe C1 sur R2.

15

1. Soit px, yq P R2. x2 ` y2 ´ xy ´ 1
2 px2 ` y2q “ 1

2 px2 ` y2 ´ 2xyq “ 1
2

px ´ yq
2

ě 0. Donc x2 ` y2 ´ xy ě 1
2 px2 ` y2q.

2. a. Soit px, yq P R2. D’après 1., x2 ` y2 ´ xy “ 0ðñ x2 ` y2 “ 0ðñ x “ y “ 0. Ainsi, f est définie sur R2.
b. D’après les théorèmes généraux, f est continue sur R2z

␣

p0, 0q
(

.

D’après 1., pour px, yq ­“ p0, 0q, 0 ď f px, yq ď
2y4

x2`y2 ď
2px2`y2q2

x2`y2 .

Ainsi, 0 ď f px, yq ď 2px2 ` y2q ÝÑ
px,yqÑp0,0q

0. Or : f est continue en p0, 0q ðñ f px, yq ÝÑ
px,yqÑp0,0q

f p0, 0q “ α. Donc :

f est continue en p0, 0q ðñ α “ 0. Conclusion : f est continue sur R2 ðñ α “ 0.

3. a. D’après les théorèmes généraux, f est de classe C1 sur R2z
␣

p0, 0q
(

. @px, yq P R2z
␣

p0, 0q
(

, Bf
Bx px, yq “

´y4p2x´yq

px2`y2´xyq2
et

Bf
By px, yq “

2y5´3xy4`4x2y3

px2`y2´xyq2
.

b. Pour tout x ­“ 0,
f px,0q´f p0,0q

x´0 “ 0 ÝÑ
xÑ0
0, donc Bf

Bx p0, 0q existe et Bf
Bx p0, 0q “ 0.

Pour tout y ­“ 0,
f p0,yq´f p0,0q

y´0 “ y ÝÑ
yÑ0
0, donc Bf

By p0, 0q existe et Bf
By p0, 0q “ 0.

6
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c. Pour montrer que f est de classe C1 sur R2, montrons que Bf
Bx et Bf

By sont continues sur R2. Pour cela, il suffit de
montrer qu’elles sont continues en p0, 0q.
@px, yq P R2z

␣

p0, 0q
(

, on note r “
a

x2 ` y2. On a alors |x | ď r et |y | ď r . De plus, px, yq Ñ p0, 0q ðñ r Ñ 0.
D’après 1. et l’inégalité triangulaire,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bx
px, yq ´

Bf

Bx
p0, 0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 4

ˇ

ˇy4p2x ´ yq
ˇ

ˇ

px2 ` y2q2
ď 4
r4p2r ` rq

r4
“ 12r ÝÑ

rÑ0
0.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

By
px, yq ´

Bf

By
p0, 0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 4

ˇ

ˇ2y5 ´ 3xy4 ` 4x2y3
ˇ

ˇ

px2 ` y2q2
ď 4
2r5 ` 3r5 ` 4r5

r4
“ 36r ÝÑ

rÑ0
0.

Donc Bf
Bx et Bf

By sont continues en p0, 0q et par suite sur R2. Ainsi, f est de classe C1 sur R2.
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1. a. f est continue en p0, 0q ðñ @ ε ą 0, Dα ą 0{ @px, yq P R2, }px, yq} ă α ùñ |f px, yq ´ f p0, 0q| ă ε. } ¨ } désigne
une norme quelconque sur R2 puisque toutes les normes sont équivalentes sur R2 (espace de dimension finie) .

b. f est différentiable en p0, 0q ðñ DL P LCpR2,Rq/ au voisinage de p0, 0q, f px, yq “ f p0, 0q ` Lpx, yq ` op}px, yq}q.

Remarque : Comme R2 est de dimension finie, si L P LpR2,Rq alors L P LCpR2,Rq.

2. On notera }.} la norme euclidienne usuelle sur R2. On remarque que

@ px, yq P R2, |x | ď }px, yq} et |y | ď }px, yq}. (‹)

a. px, yq ÞÑ x2 ` y2 et px, yq ÞÑ xypx2 ´ y2q sont continues sur R2ztp0, 0qu et px, yq ÞÑ x2 ` y2 ne s’annule pas sur
R2ztp0, 0qu donc, f est continue sur R2ztp0, 0qu. Continuité en (0,0) : On a, en utilisant (‹) et l’inégalité triangulaire,

|f px, yq ´ f p0, 0q| “

ˇ

ˇ

ˇ
xy x

2´y2

x2`y2

ˇ

ˇ

ˇ
ď |x |.|y | ď }px, yq}2. Donc f est continue en p0, 0q.

b. f est de classe C1 sur R2 si et seulement si Bf
Bx et Bf

By existent sur R2 et sont continues sur R2. f admet des dérivées
partielles sur R2ztp0, 0qu et elles sont continues sur R2ztp0, 0qu. De plus,

@ px, yq P R2 ´ tp0, 0qu ,
Bf

Bx
px, yq “

x4y ` 4x2y3 ´ y5

px2 ` y2q2
et

Bf

By
px, yq “

x5 ´ 4x3y2 ´ xy4

px2 ` y2q2
. (‹‹)

Existence des dérivées partielles en p0, 0q : @ x P R˚, f px,0q´f p0,0q
x´0 “ 0, donc lim

xÑ0

f px,0q´f p0,0q
x´0 “ 0 ; donc Bf

Bx p0, 0q

existe et Bf
Bx p0, 0q “ 0. De même, @ y P R˚, f p0,yq´f p0,0q

y´0 “ 0, donc lim
yÑ0

f p0,yq´f p0,0q
y´0 “ 0 ; donc Bf

By p0, 0q existe et
Bf
By p0, 0q “ 0. Continuité des dérivées partielles en p0, 0q : d’après (‹) et (‹‹), @ px, yq P R2ztp0, 0qu,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

Bx
px, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
6}px, yq}5

}px, yq}4
“ 6}px, yq} et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bf

By
px, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
6}px, yq}5

}px, yq}4
“ 6}px, yq}.

Donc lim
px,yqÑp0,0q

Bf
Bx px, yq “ 0 “ Bf

Bx p0, 0q et lim
px,yqÑp0,0q

Bf
By px, yq “ 0 “ Bf

By p0, 0q. Donc Bf
Bx et Bf

By sont continues en

p0, 0q. Conclusion : Bf
Bx et Bf

By existent et sont continues sur R2, donc f est de classe C1 sur R2.
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On commence par calculer Bf
Bx px, yq “ 2x ´ 2` y et Bf

By px, yq “ x ` 2y . Les points critiques sont donc les points vérifiant :
#

2x ` y “ 2

x ` 2y “ 0
ô

#

x “ 4
3

y “ ´ 23

On calcule f p 43 ,´
2
3 q “ 16

9 ´ 8
3 ´ 8

9 ` 4
9 “ ´ 43 .

Ce point est le seul candidat pour être extremum global dans l’intérieur de l’ensemble de définition. Etudions f px, yq ` 4
3 pour

savoir si l’on a ici un minimum ou maximum global. On pose dans la suite x 1 “ x ´ 4
3 et y 1 “ y ` 2

3 .

7
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f px, yq `
4

3
“ x2 ´ 2x ` xy ` y2 `

4

3

“ px 1 `
4

3
q2 ´ 2px 1 `

4

3
q ` px 1 `

4

3
qpy 1 ´

2

3
q ` py 1 ´

2

3
q2 `

4

3

“ x 12 `
8

3
x 1 `

16

9
´ 2x 1 ´

8

3
` x 1y 1 ´

2

3
x 1 `

4

3
y 1 ´

8

9
` y 12 ´

4

3
y 1 `

4

9
`
4

3

“ x 12 ` x 1y 1 ` y 12

“
1

2
px 12 ` y 12q `

1

2
px 1 ` y 1q2

ě 0

Le point critique est donc un minimum global.
Cherchons à voir s’il existe un maximum global. On a f px, yq “ x2´2x`xy`y2 “ px´1q2´1`xy`y2 “ px´1q2`y2`xy´1 ď

1`1`0´1 “ 1. Or f p´1, 0q “ 1 donc c’est un majorant atteint : c’est un maximum. On peut ensuite vérifier que ce maximum
global n’est atteint qu’en ce point.
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Calculons les dérivées partielles qui existent par théorèmes généraux. Bf
Bx px, yq “ 3x2 ´ 3y et Bf

By px, yq “ 3y2 ´ 3x . Les points
critiques sont alors définis par les équations x2 “ y et y2 “ x ce qui donne xpx ´ 1qpx2 ` x ` 1q “ 0, donc x “ 0 ou x “ 1 et
les couples px, yq “ p0, 0q ou px, yq “ p1, 1q.
Or f p1, 1q “ ´1, f p0, 0q “ 0, f p´1,´1q “ 1 (donc p0, 0q n’est pas un extremum global) et f p´2,´2q “ ´28. DONC p1, 1q

n’est pas un extremum global.
On a f pt, tq “ 2t3 ´ 3t2 “ t2p2t ´ 3q. Le point p0, 0q est un maximum local dans cette direction. Par ailleurs f pt,´tq “

t3 ´ t3 ` 3t2 “ 3t2. Le point p0, 0q est un minimum local dans cette direction. Donc p0, 0q n’est pas un extremum local.
Considérons maintenant le point p1, 1q. Posons x 1 “ x ´ 1 et y 1 “ y ´ 1.

f px, yq ` 1 “ px 1 ` 1q3 ` py 1 ` 1q3 ´ 3px 1 ` 1qpy 1 ` 1q ` 1

“ x 13 ` 3x 12 ` 3x 1 ` 1` y 13 ` 3y 12 ` 3y 1 ` 1´ 3x 1y 1 ´ 3x 1 ´ 3y 1 ´ 3` 1

“ x 13 ` 3x 12 ` y 13 ` 3y 12 ´ 3x 1y 1

ě x 13 ` 3x 12 ` y 13 ` 3y 12 ´
3

2
px 12 ` y 12q

ě x 13 ` y 13 `
3

2
x 12 `

3

2
y 12

ě x 12px 1 `
3

2
q ` y 12py 1 `

3

2
q

La dernière quantité est positive pour x 1 ą ´ 32 et y 1 ą ´ 32 : p1, 1q est donc un point de minimum local.
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Première problème de Cauchy : ypxq “ cospwxq.
Deuxième problème de Cauchy : ypxq “ coshpwxq.
La relation demandé est une relation de trigonométrie hyperbolique classique. En sommant coshpx`yq et coshpx´yq on montre
que cosh est solution de p˚q. Il en va de même d’ailleurs pour cos.
Soit f une solution de p˚q. en prenant x “ y “ 0 on a 2f p0q “ 2f p0q2 et donc f p0q P t0, 1u. Si f p0q “ 0 alors en prenant y “ 0

dans p˚q on a 2f pxq “ 0 pour tout x P R donc f est la fonction nulle. Concentrons nous sur f p0q “ 1. On dérive par rapport
à y l’équation p˚q et on prend y “ 0 : f pxq ´ f pxq “ 2f pxqf 1p0q donc 2f pxqf 1p0q “ 0. En particulier pour x “ 0 : 2f 1p0q “ 0

c’est-à-dire f 1p0q “ 0.
Soit donc f une solution C2 de p˚q. En dérivant par rapport à y deux fois, on a f 2px ` yq ` f 2px ´ yq “ 2f pxqf 2pyq. Puis en
prenant y “ 0 : f 2pxq “ f pxqf 2p0q. On se ramène aux cas des deux premières questions avec w2 “ ˘f 2p0q en fonction du
signe de f 2p0q. On en déduit que les solutions sont de la forme x ÞÑ cospwxq ou x ÞÑ coshpwxq, dont on a vérifié avant qu’elles
étaient effectivement solutions.

20

1. On trouve comme solution de l’équation homogène sur s0,`8r la droite vectorielle engendrée par x ÞÝÑ x
3
2 . En effet, une

primitive de x ÞÝÑ 3
2x sur s0,`8r est x ÞÝÑ 3

2 ln x .

8
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2. On utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une fonction k telle que x ÞÝÑ kpxqx
3
2 soit une solution

de l’équation complète pEq sur s0,`8r. On arrive alors à 2k 1pxqx
5
2 “

?
x et on choisit kpxq “ ´ 1

2x . Les solutions de pEq

sur s0,`8r sont donc les fonctions x ÞÝÑ kx
3
2 ´ 1

2

?
x avec k P R.

3. Si on cherche à prolonger les solutions de pEq sur r0,`8r, alors le prolongement par continuité ne pose pas de problème en
posant f p0q “ 0. Par contre, aucun prolongement ne sera dérivable en 0 car f pxq´f p0q

x´0 “ k
?
x´ 1

2
1?
x

ÝÑ
xÑ0

´8. Conclusion :

l’ensemble des solutions de l’équation différentielle 2xy 1 ´ 3y “
?
x sur r0,`8r est l’ensemble vide.

21

Soit f pxq “ xα une solution de pE0q. Alors αpα ´ 1qxα ` 4αxα ` 2xα “ pα2 ` 3α ` 2qxα “ 0. On en déduit que α “ ´1 ou
α “ ´2. On obtient alors deux solutions libres : c’est une base de l’ensemble des solutions de l’équation homogène.
Cherchons maintenant une solution de pEq y sous la forme ypxq “

zpxq

x2 c’est à dire zpxq “ x2ypxq. On a alors z 1pxq “

2xypxq ` x2y 1pxq et z2pxq “ 2ypxq `4xy 1pxq ` x2y2pxq. L’équation pEq devient z2pxq “ 1
x

?
x
. Une solution particulière est donc

zpxq “ ´4
?
x et donc ypxq “ ´4

x
?
x
.

On en déduit que l’ensemble des solutions de pEq est ypxq “ ´4
x

?
x

` a
x ` b

x2 .

22

1. f est clairement linéaire.() De plus, @P P Ez t0u, degP 1 ă degP donc degpP ´P 1q “ degP . Et, si P “ 0, alors P ´P 1 “ 0

donc degpP ´ P 1q “ degP “ ´8. On en déduit que @ P P E, deg f pP q “ degP . Donc f pEq Ă E.() D’après () et (), f
est bien un endomorphisme de E.

a. Déterminons Kerf . Soit P P Kerf . f pP q “ 0 donc P ´ P 1 “ 0 donc degpP ´ P 1q “ ´8. Or, d’après ce qui précéde,
degpP ´ P 1q “ degP donc degP “ ´8. Donc P “ 0. On en déduit que Kerf “ t0u. Donc f est injectif. Or,
f P L pEq et E est de dimension finie (dimE “ n ` 1) donc f est bijectif.

b. Soit e “ p1, X, ..., Xnq la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 ´1 p0q

1
. . .
. . . ´n

p0q 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

PMn`1 pRq .

detA “ 1 d’où detA ‰ 0. Donc f est bijectif.

2. Soit Q P E. D’après 1. : D !P P E, tel que f pP q “ Q. P ´P 1 “ Q, P 1 ´P 2 “ Q1,. . . , P pnq ´P pn`1q “ Qpnq. Or P pn`1q “ 0,
donc, en sommant ces n ` 1 égalités, P “ Q`Q1 ` ¨ ¨ ¨ `Qpnq.

3. Reprenons les notations de 1.(b). Tout revient à se demander si A est diagonalisable. Notons PApXq le polynôme ca-
ractéristique de A. D’après 1.(b), on a PApXq “ pX ´ 1qn`1. Donc 1 est l’unique valeur propre de A. Ainsi, si A était
diagonalisable, alors A serait semblable à la matrice unité In`1. On aurait donc A “ In`1. Ce qui est manifestement faux
car f ‰ Id. Donc A n’est pas diagonalisable et par conséquent, f n’est pas diagonalisable.

23

1. Posons M “

ˆ

a b

c d

˙

P M2pRq. On a f pMq “

ˆ

a ` 2c b ` 2d

2a ` 4c 2b ` 4d

˙

. Alors M P Kerf ðñ D pa, b, c, dq P R4 tel

que M “

ˆ

a b

c d

˙

avec
"

a “ ´2c

b “ ´2d
. C’est-à-dire, M P Kerf ðñ D pc, dq P R2 tel que M “

ˆ

´2c ´2d

c d

˙

. On

en déduit que Kerf “ Vect
"ˆ

´2 0

1 0

˙

,

ˆ

0 ´2

0 1

˙*

.() On pose M1 “

ˆ

´2 0

1 0

˙

et M2 “

ˆ

0 ´2

0 1

˙

. D’après

(), la famille pM1,M2q est génératrice de Kerf . De plus, M1 et M2 sont non colinéaires ; donc pM1,M2q est libre. Donc
pM1,M2q est une base de Kerf .

2. Kerf ‰ t0u, donc f est non injectif. Or f est un endomorphisme de M2pRq et M2pRq est de dimension finie. On en
déduit que f est non surjectif.

3. Par la formule du rang, rgf “ 2. On pose M3 “ f pE1,1q “

ˆ

1 0

2 0

˙

et M4 “ f pE2,2q “

ˆ

0 2

0 4

˙

. M3 et M4 sont non

colinéaires, donc pM3,M4q est une famille libre de Imf . Comme rgf “ 2, pM3,M4q est une base de Imf .

9
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4. On a dimM2 pRq “ dimKerf ` dim Imf .(1) Prouvons que Kerf X Imf “ t0u. Soit M P Kerf X Imf . D’après 1. et 3.,
Dpa, b, c, dq P R4 tel que M “ aM1 ` bM2 et M “ cM3 ` dM4. On a donc

$

’

’

&

’

’

%

´2a “ c

´2b “ 2d

a “ 2c

b “ 4d

On en déduit que a “ b “ c “ d “ 0. Donc M “ 0. Donc Kerf X Imf “ t0u(2) Donc, d’après (1) et (2), M2 pRq “

Kerf ‘ Imf .

24

1. Supposons E “ Imf ‘ Kerf . Indépendamment de l’hypothèse, on peut affirmer que Imf 2 Ă Imf () Montrons que
Imf Ă Imf 2. Soit y P Imf . Alors, D x P E tel que y “ f pxq. Or E “ Imf ‘ Kerf , donc D pa, bq P E ˆ Kerf tel que
x “ f paq ` b. On a alors y “ f 2paq P Imf 2. Ainsi Imf Ă Imf 2() D’après () et (), Imf “ Imf 2.

2. a. On a Imf 2 Ă Imf et Kerf Ă Kerf 2. On en déduit que Imf 2 “ Imf ðñ rgf 2 “ rgf et Kerf “ Kerf 2 ðñ dimKerf “

dimKerf 2. Alors, en utilisant le théorème du rang, Imf “ Imf 2 ô rgf “ rgf 2 ô dimKerf “ dimKerf 2 ô Kerf “

Kerf 2.

b. Supposons Imf “ Imf 2. Soit x P Imf X Kerf . D a P E tel que x “ f paq et f pxq “ 0E . On en déduit que f 2paq “ 0E
c’est-à-dire a P Kerf 2. Or, d’après l’hypothèse et 2.(a), Kerf 2 “ Kerf donc a P Kerf c’est-à-dire f paq “ 0E .
C’est-à-dire x “ 0. Ainsi Imf X Kerf “ t0Eu.() De plus, d’après le théorème du rang, dim Imf ` dimKerf “ dimE.
()
Donc, d’après () et (), E “ Imf ‘ Kerf .

25

1. D “ Vect pp1, 2, 3qq. p1, 2, 3q R P car les coordonnées du vecteur p1, 2, 3q ne vérifient pas l’équation de P . Donc DX P “

t0u.() De plus, dimD ` dimP “ 1` 2 “ dimR3.() D’après () et (), R3 “ P ‘D.

2. Soit u “ px, y , zq P R3. Par définition d’une projection, ppuq P P et u´ppuq P D. u´ppuq P D signifie que Dα P R tel que
u´ppuq “ αp1, 2, 3q. On en déduit que ppuq “ px´α, y´2α, z´3αq.() Or ppuq P P donc px´αq`py´2αq`pz´3αq “ 0,
c’est-à-dire α “ 1

6 px`y`zq. Et donc, d’après (), ppuq “ 1
6 p5x´y´z,´2x`4y´2z,´3x´3y`3zq. Soit e “ pe1, e2, e3q

la base canonique de R3. Soit A la matrice de p dans la base e. On a

A “
1

6

¨

˝

5 ´1 ´1

´2 4 ´2

´3 ´3 3

˛

‚.

3. On pose e1
1 “ p1, 2, 3q, e1

2 “ p1,´1, 0q et e1
3 “ p0, 1,´1q. e1

1 est une base de D et pe1
2, e

1
3q est une base de P . Or

R3 “ P ‘D donc e1 “ pe1
1, e

1
2, e

1
3q est une base de R3. De plus e1

1 P D donc ppe1
1q “ 0. e1

2 P P et e1
3 P P donc ppe1

2q “ e1
2

et ppe1
3q “ e1

3. Ainsi,

Mpp, e1q “

¨

˝

0 0 0

0 1 0

0 0 1

˛

‚.

26

1. Par linéarité de l’évaluation P ÞÑ P paq (où a est un scalaire fixé), Φ est linéaire.
Soit P P K2rXs tel que ΦpP q “ 0. Alors P pa1q “ P pa2q “ P pa3q “ 0, donc P admet trois racines distinctes. Or P est de
degré inférieur ou égal à 2 ; donc P est nul. Ainsi, KerpΦq “ t0u i.e. Φ est injective.
Enfin, dim

`

K2rXs
˘

“ dim
`

K3
˘

“ 3 donc Φ est bijective.
Par conséquent, Φ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de K2 rXs dans K3.

2. a. Φ est un isomorphisme donc l’image réciproque d’une base est une base.
Ainsi, pL1, L2, L3q est une base de K2rXs.

b. L1 P R2rXs et vérifie ΦpL1q “ p1, 0, 0q i.e.
`

L1pa1q, L1pa2q, L1pa3q
˘

“ p1, 0, 0q.
Donc, comme a2 et a3 sont distincts, pX´a2qpX´a3q |L1. Or degL1 ď 2, donc Dk P K tel que L1 “ kpX´a2qpX´a3q.
La valeur L1pa1q “ 1 donne k “ 1

pa1´a2qpa1´a3q
. Donc L1 “

pX´a2qpX´a3q
pa1´a2qpa1´a3q

.

Un raisonnement analogue donne L2 “
pX´a1qpX´a3q
pa2´a1qpa2´a3q

et L3 “
pX´a1qpX´a2q
pa3´a1qpa3´a2q

.

10
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3. pL1, L2, L3q base de K2rXs donc Dpλ1, λ2, λ3q P K3 tel que P “ λ1L1 ` λ2L2 ` λ3L3. Par construction, @pi , jq P

t1, 2, 3u2, Li paj q “ δi j donc P paj q “ λj . Ainsi, P “ P pa1qL1 ` P pa2qL2 ` P pa3qL3.

4. On pose a1 “ 0, a2 “ 1 et a3 “ 2. Ces trois réels sont bien distincts. On cherche P P R2rXs tel que
`

P pa1q, P pa2q, P pa3q
˘

“

p1, 3, 1q.

Par bijectivité de Φ et d’après 3. , l’unique solution est le polynôme P “ 1.L1 ` 3.L2 ` 1.L3. On a L1 “
pX´1qpX´2q

2 ,
L2 “

XpX´2q
´1 et L3 “

XpX´1q
2 . Donc P “ ´2X2 ` 4X ` 1.

27

On a dimpP q ` dimpDq “ 3. Soit u P D X P . u P D, donc u “ p2λ, 2λ, 1q. u P P donc 2λ´ 4λ` 3λ “ 0 càd λ “ 0. Ainsi les
deux espaces sont bien supplémentaires.
Les deux vecteurs u “ p2, 1, 0q et v “ p3, 0,´1q forment une base de P , et le vecteur w “ p2, 2, 1q forme une base de D.

Notons p le projecteur et s la symétrie. La matrice de p dans la base pu, v , wq est A “

¨

˝

1 0 0

0 1 0

0 0 0

˛

‚ et la matrice de s est

¨

˝

1 0 0

0 1 0

0 0 ´1

˛

‚. La matrice de passage de la base canonique vers cette base est P “

¨

˝

2 3 2

1 0 2

0 ´1 1

˛

‚. Pour avoir la matrice de p

dans la base canonique on fait PAP´1. On laisse les calculs à la bonne volonté du lecteur.

28 Soit f un endomorphisme de E. Supposons que Kerpf q ` Impf q “ E. On sait déjà que Impf 2q Ă Impf q. Soit y P Impf q,
posons y “ f px0q et x0 “ xK`xI avec xK P Kerpf q et xI P Impf q. Posons alors xI “ f pzq. On a :y “ f pxK`xIq “ f pxKq`f pxIq “

0` f pf pzqq P Impf 2q. Donc Impf q Ă Impf 2q et ainsi Impf q “ Impf 2q.
Réciproquement, si Impf 2q “ Impf q, on sait que Kerpf q ` Impf q Ă E. C’est l’inclusion réciproque qui nous intéresse. Soit x P E,
on a f pxq P Impf q et donc f pxq P Im f 2. On en déduit qu’il existe z P E tel que f pxq “ f 2pzq. Posons y “ x ´ f pzq, alors
f pyq “ f pxq ´ f 2pzq “ 0. Donc y P Ker f . On en déduit x “ y ` f pzq P Ker f ` Im f et donc E “ Ker f ` Im f .

29

1. a. Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté p | q. On pose @ x P E, ||x || “
a

px |xq.
Inégalité de Cauchy-Schwarz : @px, yq P E2, | px |yq | ď ||x || ||y || Preuve : Soit px, yq P E2. Posons @λ P R, P pλq “

||x ` λy ||2. On remarque que @λ P R, P pλq ě 0. De plus, P pλq “ px ` λy |x ` λyq. Donc, par bilinéarité et symétrie
de p | q, P pλq “ ||y ||2λ2 ` 2λ px |yq ` ||x ||2. On remarque que P pλq est un trinôme en λ si et seulement si ||y ||2 ‰ 0.
Premier cas : si y “ 0 Alors | px |yq | “ 0 et ||x || ||y || “ 0 donc l’inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxième cas : y ‰ 0 Alors ||y || “

a

py |yq ‰ 0 car y ‰ 0 et p | q est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trinôme du second degré en λ qui est positif ou nul. On en déduit que le discriminant réduit ∆ est
négatif ou nul. Or ∆ “ px |yq

2
´ ||x ||2||y ||2 donc px |yq

2
ď ||x ||2||y ||2. Et donc, | px |yq | ď ||x || ||y ||.

b. On reprend les notations de 1. . Prouvons que @px, yq P E2, | px |yq | “ ||x || ||y || ðñ x et y sont colinéaires. Supposons
que | px |yq | “ ||x || ||y ||.
Premier cas : si y “ 0 Alors x et y sont colinéaires.
Deuxième cas : si y ‰ 0 Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double λ0. C’est-à-dire
P pλ0q “ 0 et comme p | q est définie positive, alors x ` λ0y “ 0. Donc x et y sont colinéaires.
Supposons que x et y soient colinéaires. Alors D α P R tel que x “ αy ou y “ αx . Supposons par exemple que
x “ αy (raisonnement similaire pour l’autre cas). | px |yq | “ |α|.| py |yq | “ |α| ||y ||2 et ||x || ||y || “

a

px |xq ||y || “
a

α2py |yq||y || “ |α|.||y ||2. Donc, on a bien l’égalité.

2. On considère le produit scalaire classique sur C pra, bs ,Rq défini par : @pf , gq P C pra, bs ,Rq, pf |gq “

ż b

a

f ptqgptqdt.

On pose A “

"
ż b

a

f ptqdt ˆ

ż b

a

1

f ptq
dt , f P E

*

. A Ă R. A ‰ ∅ car pb ´ aq2 P A ( valeur obtenue pour la fonction

t ÞÝÑ 1 de E). De plus, @ f P E,
ż b

a

f ptqdt ˆ

ż b

a

1

f ptq
dt ě 0 donc A est minorée par 0. On en déduit que A admet

une borne inférieure et on pose m “ inf A. Soit f P E. On considère la quantité

˜

ż b

a

a

f ptq
1

a

f ptq
dt

¸2

. D’une part,

˜

ż b

a

a

f ptq
1

a

f ptq
dt

¸2

“

ˆ
ż b

a

1dt

˙2

“ pb´ aq2. D’autre part, si on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit

11
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scalaire p |q on obtient :

˜

ż b

a

a

f ptq
1

a

f ptq
dt

¸2

ď

ż b

a

f ptqdt

ż b

a

1

f ptq
dt. On en déduit que @ f P E,

ż b

a

f ptqdt

ż b

a

1

f ptq
dt ě

pb´ aq2. Donc m ě pb´ aq2. Et, si on considère la fonction f : t ÞÝÑ 1 de E, alors
ż b

a

f ptqdt

ż b

a

1

f ptq
dt “ pb´ aq2. Donc

m “ pb ´ aq2.

30

1. On a
A Ă

`

AK
˘K

(‹)

En effet, @x P A,@y P AK, px | yq “ 0. C’est-à-dire, @ x P A, x P pAKqK. Comme E est un espace euclidien, E “ A‘ AK

donc dimA “ n ´ dimAK. De même, E “ AK ‘
`

AK
˘K

donc dim
`

AK
˘K

“ n ´ dimAK. Donc

dim
`

AK
˘K

“ dimA. (‹‹)

D’après (‹) et (‹‹),
`

AK
˘K

“ A.

2. a. Procédons par double inclusion. Prouvons que FK X GK Ă pF ` Gq
K. Soit x P FK X GK. Soit y P F ` G . Alors

D pf , gq P F ˆ G tel que y “ f ` g. px | yq “ px | f q
loomoon

“0
car f PF et xPFK

` px | gq
loomoon

“0
car gPG et xPGK

“ 0. Donc @ y P pF ` Gq, px | yq “ 0. Donc

x P pF `GqK. Prouvons que pF ` Gq
K

Ă FK XGK. Soit x P pF `GqK. @ y P F , on a px | yq “ 0 car y P F Ă F `G.
Donc x P FK. De même, @ z P G, on a px | zq “ 0 car z P G Ă F `G. Donc x P GK. On en déduit que x P FK XGK.
Finalement, par double inclusion, pF ` Gq

K
“ FK X GK.

b. D’après 2.(a), appliquée à FK et à GK, on a
`

FK ` GK
˘K

“
`

FK
˘K

X
`

GK
˘K

. Donc, d’après 1.,
`

FK ` GK
˘K

“ FXG.

Donc
´

`

FK ` GK
˘K

¯K

“ pF X Gq
K. C’est-à-dire, en utilisant 1. à nouveau, FK ` GK “ pF X Gq

K.

31

1. Soit h une fonction continue et positive de ra, bs dans R telle que
ż b

a

hpxqdx “ 0. On pose @ x P ra, bs, F pxq “

ż x

a

hptqdt.

h est continue sur ra, bs donc F est dérivable sur ra, bs. De plus, @ x P ra, bs, F 1pxq “ hpxq. Or h est positive sur ra, bs

donc F est croissante sur ra, bs.() Or F paq “ 0 et, par hypothèse, F pbq “ 0. C’est-à-dire F paq “ F pbq.() D’après () et
(), F est constante sur ra, bs. Donc @ x P ra, bs, F 1pxq “ 0. C’est-à-dire, @ x P ra, bs, hpxq “ 0.

2. On pose @pf , gq P E2, pf |gq “

ż b

a

f pxqgpxqdx . Par linéarité de l’intégrale, p | q est linéaire par rapport à sa première variable.

Par commutativité du produit sur R, p | q est symétrique. On en déduit que p | q est une forme bilinéaire symétrique.() Soit

f P E. pf |f q “

ż b

a

f 2pxqdx . Or x ÞÝÑ f 2pxq est positive sur ra, bs et a ă b donc pf |f q ě 0. Donc p | q est positive.() Soit

f P E telle que pf |f q “ 0. Alors
ż b

a

f 2pxqdx “ 0. Or x ÞÝÑ f 2pxq est positive et continue sur ra, bs . Donc, d’après 1., f

est nulle sur ra, bs . Donc p | q est définie.() D’après (), () et (), p | q est un produit scalaire sur E.

3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
ż 1

0

?
xe´x dx ď

d

ż 1

0

x dx

d

ż 1

0

e´2x dx “

?
1´ e´2

2
.

32

1. On pose @ pf , gq P E2, pf |gq “ 1
2π

ż 2π

0

f ptqgptqdt. Par linéarité de l’intégrale, p | q est linéaire par rapport à sa première va-

riable. Par commutativité du produit sur R, p | q est symétrique. On en déduit que p | q est une forme bilinéaire symétrique.()

Soit f P E. pf |f q “ 1
2π

ż 2π

0

f 2ptqdt. Or t ÞÝÑ f 2ptq est positive sur r0, 2πs et 0 ă 2π, donc pf |f q ě 0. Donc p | q est

positive.() Soit f P E telle que pf |f q “ 0. Alors
ż 2π

0

f 2ptqdt “ 0. Or t ÞÝÑ f 2ptq est positive et continue sur r0, 2πs.

Donc, f est nulle sur r0, 2πs. Or f est 2π-périodique donc f “ 0. Donc p | q est définie.() D’après (), () et (), p | q est un
produit scalaire sur E.

12
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2. On a @x P R, sin2 x “ 1
2 ´ 1

2 cosp2xq. x ÞÝÑ ´ 12 cosp2xqP F . De plus, si on note h l’application x ÞÑ 1
2 , ph|f q “

1
4π

ż 2π

0

cos xdx “ 0 et ph|gq “ 1
4π

ż 2π

0

cosp2xqdx “ 0 donc h P FK (car F “ Vectpf , gq). On en déduit que le projeté

orthogonal de u sur F est x ÞÝÑ ´ 12 cosp2xq.

33

1. On a immédiatement F “ VectpI2, Kq avec K “

ˆ

0 1

´1 0

˙

. On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel

deM2pRq.
F “ VectpI2, Kq donc pI2, Kq est une famille génératrice de F . De plus, I2 et K sont non colinéaires donc la famille pI2, Kq

est libre. On en déduit que pI2, Kq est une base de F .

2. Soit M “

ˆ

a b

c d

˙

PM2 pRq. Comme pI2, Kq est une base de F , M P FK ðñ φpM, I2q “ 0 et φpM,Kq “ 0. C’est-à-dire,

M P FK ðñ a ` d “ 0 et b ´ c “ 0. Ou encore, M P FK ðñ d “ ´a et c “ b. On en déduit que FK “ Vect pA,Bq

avec A “

ˆ

1 0

0 ´1

˙

et B “

ˆ

0 1

1 0

˙

. pA,Bq est une famille libre et génératrice de FK donc pA,Bq est une base de

FK.

3. On peut écrire J “ I2 ` B avec I2 P F et B P FK. Donc le projeté orthogonal de J sur FK est B “

ˆ

0 1

1 0

˙

.

4. On note dpJ,Fq la distance de J à F . D’après le cours, dpJ,Fq “ ||J ´ pF pJq|| où pF pJq désigne le projeté orthogonal
de J sur F . On peut écrire à nouveau que J “ I2 ` B avec I2 P F et B P FK. Donc pF pJq “ I2. On en déduit que
dpJ,Fq “ ||J ´ pF pJq|| “ ||J ´ I2|| “ ||B|| “

?
2.

34

1. On pose E “ M2pRq. Pour A “

ˆ

a b

c d

˙

P E et A1 “

ˆ

a1 b1

c 1 d 1

˙

P E , on pose pA|A1q “ aa1 ` bb1 ` cc 1 ` dd 1. Soit

A “

ˆ

a b

c d

˙

P E , A1 “

ˆ

a1 b1

c 1 d 1

˙

P E , B “

ˆ

a2 b2

c2 d2

˙

P E . Soit α P R.

pA` A1|Bq “

ˆˆ

a ` a1 b ` b1

c ` c 1 d ` d 1

˙

|

ˆ

a2 b2

c2 d2

˙˙

“ pa ` a1qa2 ` pb ` b1qb2 ` pc ` c 1qc2 ` pd ` d 1qd2.

Donc
pA` A1|Bq “ paa2 ` bb2 ` cc2 ` dd2q ` pa1a2 ` b1b2 ` c 1c2 ` d 1d2q “ pA|Bq ` pA1|Bq .

pαA|Bq “

ˆˆ

αa αb

αc αd

˙

|

ˆ

a2 b2

c2 d2

˙˙

“ αaa2 ` αbb2 ` αcc2 ` αdd2 “ α pA|Bq .

On en déduit que p . | . q est linéaire par rapport à sa première variable. De plus, par commutativité du produit sur R, p . | . q

est symétrique. Donc p . | . q est une forme bilinéaire et symétrique.() Soit A “

ˆ

a b

c d

˙

P E . pA|Aq “ a2`b2`c2`d2 ě 0.

Donc p. | .q est positive.() Soit A “

ˆ

a b

c d

˙

P E telle que pA|Aq “ 0. Alors a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 0. Comme il s’agit d’une

somme de termes tous positifs, on en déduit que a “ b “ c “ d “ 0 donc A “ 0. Donc p . | . q est définie, et p . | . q est un
produit scalaire sur E.

2. A “

ˆ

1 0

´1 2

˙

. On a A “

ˆ

1 0

0 2

˙

`

ˆ

0 0

´1 0

˙

.
ˆ

1 0

0 2

˙

P F et
ˆ

0 0

´1 0

˙

P FK car

@pa, b, dq P R3,
ˆˆ

0 0

´1 0

˙

|

ˆ

a b

0 d

˙˙

“ 0.

On en déduit que le projeté orthogonal, noté pF pAq, de A sur F est la matrice
ˆ

1 0

0 2

˙

. Ainsi,

dpA, F q “ ||A´ pF pAq|| “

›

›

›

›

ˆ

0 0

´1 0

˙›

›

›

›

“ 1.

35
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1. x , y est linéaire par rapport à sa première variable par linéarité de la trace, de la transposition et par distributivité de
la multiplication par rapport à l’addition dans E. De plus, une matrice et sa transposée ayant la même trace, on a :
@pA,Bq P E2,xA ,By “ trptABq “ trptptABqq “ trptBAq “ xB ,Ay. Donc x , y est symétrique. On en déduit que x , y est

bilinéaire et symétrique.(1) Soit A “ pAi ,j q
1ďi ,jďn

P E. xA ,Ay “ trptAAq “

n
ÿ

i“1

ptAAqi ,i “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

ptAqi ,kAk,i “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

A2k,i

donc xA ,Ay ě 0.

Donc x , y est positive. (2) Soit A “ pAi ,j q
1ďi ,jďn

P E telle que xA ,Ay “ 0. Alors
n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

A2k,i “ 0. Or, @i P J1, nK, @k P J1, nK,
A2k,i ě 0. Donc @i P J1, nK, @k P J1, nK, Ak,i “ 0. Donc A “ 0. Donc x , y est définie.(3) D’après (1),(2) et (3), x , y est un
produit scalaire sur E.
Remarque importante : Soit pA,Bq P E2. On pose A “ pAi ,j q

1ďi ,jďn
et B “ pBi ,j q

1ďi ,jďn
. Alors xA ,By “ trptABq “

n
ÿ

i“1

ptABqi ,i “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

`

tA
˘

i ,k
Bk,i “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

Ak,iBk,i . Donc x , y est le produit scalaire canonique sur E.

2. a. Soit M P SnpRq XAnpRq. alors tM “ M et tM “ ´M donc M “ ´M et M “ 0. Donc SnpRq XAnpRq “ t0u.(1) Soit

M P E. Posons S “ M`tM
2 et A “ M´tM

2 . On a M “ S ` A. t S “ t
´

M`tM
2

¯

“ 1
2

ptM ` tptMqq “ 1
2

ptM `Mq “ S,

donc S P SnpRq. t A “ t
´

M´tM
2

¯

“ 1
2

ptM ´ tptMqq “ 1
2

ptM ´Mq “ ´A, donc A P AnpRq. On en déduit que

E “ SnpRq ` AnpRq.(2) D’après (1) et (2), E “ SnpRq ‘ AnpRq.

Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthèse pour prouver que E “ SnpRq ‘ AnpRq.

b. Prouvons que SnpRq Ă AnpRqK. Soit S P SnpRq. Prouvons que @ A P AnpRq, xS ,Ay “ 0. Soit A P AnpRq.
xS ,Ay “ trptSAq “ trpSAq “ trpASq “ trp´tASq “ ´trptASq “ ´ xA ,Sy “ ´ xS ,Ay. Donc 2 xS ,Ay “ 0 soit
xS ,Ay “ 0. On en déduit que SnpRq Ă AnpRqK (1) De plus, dim AnpRqK “ n2 ´ dim AnpRq. Or, d’après 2.(a),
E “ SnpRq ‘ AnpRq donc dim SnpRq “ n2 ´ dim AnpRq. On en déduit que dim SnpRq “ dim AnpRqK.(2) D’après (1)
et (2), SnpRq “ AnpRqK.

c. On introduit la base canonique de MnpRq en posant : @i P J1, nK, @j P J1, nK, Ei ,j “ pek,lq1ďk,lďn avec ek,l “
"

1 si k “ i et l “ j

0 sinon
On a alors F “ Vect pE1,1, E2,2, ..., En,nq. Soit M “ pmi ,j q

1ďi ,jďn
P E. Alors, en utilisant la

remarque importante de la question 1., M P FK ðñ @i P J1, nK, xM ,Ei ,iy “ 0 ðñ @i P J1, nK, mi ,i “ 0. Donc

FK “ Vect
´

Ei ,j telles que pi , jq P J1, nK2 et i ‰ j
¯

. En d’autres termes, FK est l’ensemble des matrices comprenant
des zéros sur la diagonale.

36

D’après le cours, ppxq “ă x |u ą u.
Un vecteur orthogonal à ce plan est p1,´2, 1q de norme

?
6 : on pose u “ 1?

6
p1,´2, 1q. Notons p la projection orthogonale sur

u. Alors q “ id ´ p. Or : ppe1q “ă e1|u ą u “ 1?
6
u, ppe2q “ă e2|u ą u “ ´ 2?

6
u et ppe3q “ă e3|u ą u “ 1?

6
u. On a donc

matppq “ 1
6

¨

˝

1 ´2 1

´2 4 ´2

1 ´2 1

˛

‚. On en déduit matpqq “ I3 ´matppq “ 1
6

¨

˝

5 2 ´1

2 2 2

´1 2 5

˛

‚

37

Posons φpxq “ x `

n
ÿ

i“1

px |ei qui . φ est évidemment une application linéaire de E dans E. On remarque que pour k P t1, . . . , nu,

φpekq “ ek ` uk . Ainsi la famille des ek ` uk est une base si et seulement si φ est injective.

Soit x P kerφ. On a alors x “ ´

n
ÿ

i“1

px |ei qui . On a alors :

||x || ď

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇpx |ei q
ˇ

ˇ||ui || ď
1

n

n
ÿ

i“1

ˇ

ˇpx |ei q
ˇ

ˇ ˆ 1 ď
1

n
||x ||

?
n ď

||x ||
?
n

Or n ą 1 a priori donc ||x || “ 0. On en déduit que φ est injective, c’est un endomorphisme donc un automorphisme : l’image
d’une base est une base, donc pe1 ` u1, . . . , en ` unq est une base.

38
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la fonction x ÞÑ 1?
x

est décroissante. On a donc de façon assez classique
şk`1

k
1?
x
dx ď 1?

k
ď
şk

k´1
1?
x
dx . En sommant de n` 1

à 2n, on obtient :
ż 2n

n`1

1
?
x
dx ď

2n
ÿ

k“n`1

1
?
k

ď

ż 2n´1

n

1
?
x
dx

Or
ż 2n

n`1

1
?
x
dx “ 2p

?
2n ´

?
n ` 1q “ 2

?
np

?
2´

c

1`
1

n
q „ 2

?
np

?
2´ 1q

et
ż 2n´1

n

1
?
x
dx “ 2p

?
2n ´ 1´

?
nq “ 2

?
np

c

2´
1

n
´ 1q „ 2

?
np

?
2´ 1q.

Par conservation de l’équivalent par encadrement,
ř2n
k“n`1

1?
k

„ 2
?
np

?
2´ 1q.

par les sommes de Riemann, on a :

2n
ÿ

k“n`1

1
?
k

“

n
ÿ

k“1

1
?
k ` n

“
1

?
n

n
ÿ

k“1

1
b

1` k
n

“
?
n
1

n

n
ÿ

k“1

1
b

1` k
n

Or par somme de Riemann, 1n
řn
k“1

1?
1` k

n

Ñ
ş1

0
1?
1`x
dx “ 2p

?
2´ 1q. On en déduit que

ř2n
k“n`1

1?
k

„ 2
?
np

?
2´ 1q.

39

Posons u “ tanpxq, on a du “ p1` u2qdx . Appliquons ce changement de variable :

In “

ż π
4

0

ptan xqndx

“

ż 1

0

un

1` u2
du

“

„

1

n ` 1

un`1

1` u2

ȷ1

0

`
2

n ` 1

ż 1

0

un`2

p1` u2q2
du

Or
ş1

0
un`2

p1`u2q2 du ď
ş1

0
1

p1`u2q2 du ce qui assure la convergence de tous les termes vers 0. Ainsi In converge vers 0.

On essaye d’obtenir une relation de récurrence sur In :

In ` In`2 “

ż π
4

0

ptan xqnp1` tan2pxqqdx “

„

1

n ` 1
ptan xqn`1

ȷ
π
4

0

“
1

n ` 1

On doit maintenant utiliser la question précédente. On peut remarquer que 1
2n`1 “ I2n ` I2n`2 et donc

řN
n“0

p´1qn

2n`1 “
řN
n“0p´1qnpI2n ` I2n`2q “ I0` I2´ I2´ I4` I4` I6´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qNI2N ` p´1qNI2N`2 “ I0` p´1qNI2N`2. Par ailleurs I2N`2 Ñ 0

donc
ř`8
n“0

p´1qn

2n`1 “ I0 “ π
4 .

Enfin, In est positive, décroissante et converge vers 0. D’après le CSSA,
ř

p´1qnIn converge. Or on remarque
ř

p´1qnIn “

I0´ I1` I2´ I3` I4´ ... “ pI0` I2q ` pI4` I6q ` ¨ ¨ ¨ ´ pI1` I3q ´ pI5` I7q ´ . . . et donc 2
ř`8
n“0p´1qnIn “ I0´ I1`

ř`8
k“1

p´1qk

k “
π
4 ´ 1

2 lnp2q ` lnp2q “ π
4 ` 1

2 lnp2q. D’où
ř`8
n“0p´1qnIn “ π

8 ` 1
2 lnp2q.

40

1. Soit z un complexe non nul. Posons z “ x ` iy avec x et y réels. Un argument de z est un réel θ tel que z
|z |

“ eiθ avec

|z | “
a

x2 ` y2.
2. z “ 0 n’est pas solution de l’équation zn “ 1. Les complexes solutions s’écriront donc sous la forme z “ reiθ avec r ą 0 et

θ P R. On a zn “ 1 ðñ

$

&

%

rn “ 1

et
nθ “ 0 mod 2π

ðñ

$

&

%

r “ 1

et
θ “ 2kπ

n avec k P Z
Les réels 2kπn , pour k P J0, n´1K, sont deux à deux

distincts et @ k P J0, n ´ 1K, 2kπn P r0, 2πr. Or
r0, 2πr ÝÑ C
θ ÞÝÑ eiθ

est injective. Donc,
!

e
i2kπ
n avec k P J0, n ´ 1K) est constitué

de n solutions distinctes de l’équation zn “ 1. Les solutions de l’équation zn “ 1 étant également racines du polynôme Xn ´ 1,
il ne peut y en avoir d’autres. Finalement, l’ensemble des solutions de l’équation zn “ 1 est S “

!

e
i2kπ
n avec k P J0, n ´ 1K).
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3. z “ i n’étant pas solution de l’équation pz ` iqn “ pz ´ iqn,

pz ` iqn “ pz ´ iqn ðñ

´

z`i
z´i

¯n

“ 1

ðñ D k P J0, n ´ 1K tel que z`i
z´i “ e

i2kπ
n

ðñ D k P J0, n ´ 1K tel que z
´

1´ e
i2kπ
n

¯

“ ´i
´

1` e
i2kπ
n

¯

En remarquant que z
´

1´ e
i2kπ
n

¯

“ ´i
´

1` e
i2kπ
n

¯

n’admet pas de solution pour k “ 0, on en déduit que :

pz ` iqn “ pz ´ iqn ðñ D k P J1, n ´ 1K tel que z “ i e
i2kπ
n `1

e
i2kπ
n ´1

En écrivant

i
e
i2kπ
n ` 1

e
i2kπ
n ´ 1

“ i
e
ikπ
n ` e´

ikπ
n

e
ikπ
n ´ e´

ikπ
n

“ i
2 cos

`

kπ
n

˘

2i sin
`

kπ
n

˘ “
cos

`

kπ
n

˘

sin
`

kπ
n

˘ ,

on voit que les solutions sont des réels. On pouvait aussi voir que si z est solution de l’équation pz ` iqn “ pz ´ iqn alors
|z ` i| “ |z ´ i| et donc le point d’affixe z appartient à la médiatrice de rA,Bs, A et B étant les points d’affixes respectives i et
´i, c’est-à-dire à la droite des réels.

41

1. zk ´ 1 “ e i
k2π
n ´ 1 “ ei

kπ
n

´

ei
kπ
n ´ e´i kπ

n

¯

“ ei
kπ
n 2i sin

`

kπ
n

˘

c’est-à-dire zk ´ 1 “ 2 sin
`

kπ
n

˘

eip
kπ
n

` π
2

q

Pour k P J1, n ´ 1K, on a 0 ă k π
n ă π, donc sin

`

k π
n

˘

ą 0. Donc le module de zk ´ 1 est 2 sin
`

k π
n

˘

et un argument de
zk ´ 1 est kπ

n ` π
2 .

2. On remarque que pour k “ 0, |zk´1| “ 0 et sin
`

k π
n

˘

“ 0. Donc d’après la question précédente, on a S “ 2
n´1
ÿ

k“0

sin

ˆ

k π

n

˙

.

S est donc la partie imaginaire de T “ 2
n´1
ÿ

k“0

e i
kπ
n . Or, comme ei

π
n ‰ 1, on a T “ 2 1´eiπ

1´e i
π
n

“ 4

1´e i
π
n
. Or 1 ´ ei

π
n “

ei
π
2n

`

e´i
π
2n ´ ei

π
2n

˘

“ ´2iei
π
2n sin

`

π
2n

˘

. On en déduit que T “ 4e´i π2n
´2i sin π

2n
“ 2
sin π

2n
i e´i π

2n . En isolant la partie imaginaire de T ,

et comme cos
`

π
2n

˘

‰ 0 (n ě 2), on en déduit que S “ 2
tan π

2n
.

42

pour l’équation zn “ e iπ{3 on doit se ramener à une équation de la forme Zn “ 1. On pose donc ici Z “ z
e iπ{3n et on a donc

Z P Un. Les solutions sont donc Z “ e2ikπ{n et z “ e2ikπ{n`iπ{p3nq “ e iπ
1`6k
3n .

Pour la seconde équation, on note que ze1 et z ‰ ´1, on pose Z “ p z´1
z`1 qn et l’équation est équivalente à Z2´Z` 1 “ 0 dont

les racines sont 1˘i
?
3

2 “ e˘iπ{3. On en déduit que z´1
z`1 “ e iπ

˘1`6k
3n .

Or si z´1
z`1 “ e iθ, alors z “ e iθ`1

1´e iθ
“ i

2 cos θ
2

2 sin θ
2

“ i
tan θ

2

.

Dans le cas qui nous intéresse, on a donc les solutions : i

tan ˘1`6k
6n
π

pour k P t0, . . . , n ´ 1u.

43

La première question est triviale.
On a An`1 ` iBn`1 “ p3` 4iqpAn ` iBnq “ p3An ´ 4Bnq ` ip3Bn ` 4Anq.
On montre facilement par récurrence grâce à la relation précédente que An et Bn sont des entiers.
On montre les histoires de restes par récurrence aussi.
La dernière question est plus intéressante : le complexe p 3`4i5 qn est dans U. Montrons que pour tout entier n, p 3`4i5 qn ‰ 1.
On s’interesse pour cela à la valeur de Bn : Bn est un entier dont le reste modulo 5 est 4 : Bn ne peut donc pas être nul. Or
p 3`4i5 qn “ An

5n ` i Bn5n donc p 3`4i5 qn ‰ 1.

44

On passe en complexes en remplaçant cospkxq par e ikx .
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n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

e ikx “ p1` e ix qn

“ e i
n
2
x p2 cosp

x

2
qqn

Et ainsi
řn
k“0

`

n
k

˘

cospkxq “ 2n cosp nx2 q cosnp x2 q.

45

1. a. P pXq “

n
ÿ

k“0

P pkqpaq

k!
pX ´ aqk .

b.

a est une racine d’ordre r de P ðñ DQ P Rn´r rXs tel que Q paq ‰ 0 et P “ pX ´ aq
r
Q

ðñ D pq0, . . . , qn´r q P Rn´r`1 tel que q0 ‰ 0 et P “ pX ´ aq
r
n´r
ÿ

i“0

qi pX ´ aq
i

ðñ D pq0, . . . , qn´r q P Rn´r`1 tel que q0 ‰ 0 et P “

n´r
ÿ

i“0

qi pX ´ aq
r`i

ðñ D pq0, . . . , qn´r q P Rn´r`1 tel que q0 ‰ 0 et P “

n
ÿ

k“r

qk´r pX ´ aq
k

D’après la formule de Taylor (rappelée ci-dessus) et l’unicité de la décomposition de P dans la base

p1, pX ´ aq , . . . , pX ´ aq
n
q

de RnrXs il vient enfin :

a est une racine d’ordre r de P ðñ @k P t0, . . . , r ´ 1u P pkq paq “ 0 et P prq paq ‰ 0

2. D’après la question précédente,

1 est racine double de P “ X5 ` aX2 ` bX ðñ P p1q “ P 1 p1q “ 0 et P 2 p1q ‰ 0

ðñ

$

&

%

1` a ` b “ 0

5` 2a ` b “ 0

20` 2a ‰ 0

ðñ a “ ´4 et b “ 3

On obtient X5´4X2`3X “ XpX´1q2pX2`2X`3q et c’est la factorisation cherchée car le discriminant de X2`2X`3

est strictement négatif.

46

1. L’application
u : RnrXs Ñ Rn`1

P ÞÑ pP pa0q , P pa1q , ¨ ¨ ¨ , P panqq

est linéaire. Montrons que Keru “ t0u .

Si P P Keru, alors P pa0q “ P pa1q “ ¨ ¨ ¨ “ P panq “ 0 et le polynôme P , de degré inférieur ou égal à n, admet n ` 1

racines distinctes. Donc P “ 0. Ainsi u est injective et comme dimRnrXs “ n ` 1 “ dimRn`1 , u est un isomorphisme
d’espaces vectoriels.
Enfin les conditions recherchées sont équivalentes à : P P RnrXs et u pP q “ pb0, . . . , bnq .

La bijectivité de u dit que ce problème admet une unique solution P et on a P “ u´1 ppb0, . . . , bnqq.

2. Pour ce choix de b0, b1, ¨ ¨ ¨ , bn le polynôme Lk vérifie les conditions :

degLk ď n et @i P J0, nK, Lkpai q “

"

0 si i ‰ k

1 si i “ k

17
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Comme a0, . . . , ak´1, ak`1, . . . , an sont n racines distinctes de Lk qui est de degré ď n, il existe né cessairement λ P K tel
que

Lk “ λ
n
ź

i“0
i‰k

pX ´ ai q

La condition supplémentaire Lk pakq “ 1 donne λ “ 1
n
ź

i“0
i‰k

pak ´ ai q

et finalement :

Lk “

n
ź

i“0
i‰k

X ´ ai
ak ´ ai

3. Soit p P J0, nK. Les polynômes
n
ÿ

k“0

apkLk et Xp vérifient les mêmes conditions d’interpolation :

degP ď n et @i P t0, ¨ ¨ ¨ , nu P pai q “ api

Par l’unicité vue en première question, on a
n
ÿ

k“0

apkLk “ Xp.

47

Les racines de P sont les w ´ 1 avec w P Un. Or e2ikπ{n ´ 1 “ 2ie ikπ{n sinpkπnq.
Or P “ pX ` 1qn ´ 1 “

řn
k“0

`

n
k

˘

Xk ´ 1 “ X
řn
k“1

`

n
k

˘

Xk´1. Les racines de second membre sont donc les 2ie ikπ{n sinpkπ{nq

pour k P t1 . . . n ´ 1u : le produit des racines se lit sur le coefficient de degré 0 avec un coefficient multiplicatif de p´1qn´1 :

p´1qn´1n “

n´1
ź

k“1

2ie ikπ{n sinpkπ{nq “ p2iqn´1
n´1
ź

k“1

sinpkπ{nqe i
řn´1
k“1 kπ{n “ p2iqn´1

n´1
ź

k“1

sinpkπ{nqe inpn´1qπ{2n

“ p2iqn´1
n´1
ź

k“1

sinpkπ{nqe ipn´1qπ{2 “ p´2qn´1
n´1
ź

k“1

sinpkπ{nq

On en déduit :
śn´1
k“1 sinpkπ{nq “ n

2n´1 .

48 Tout d’abord on a évdemment les relations : piq ñ pi iq et piq ñ pi i iq ainsi que pi iq ñ pi i iq. Nous allons montrer que
pi iq ñ piq et que pi i iq ñ piq. Commençons par faire une remarque plutôt simple à démontrer : on a pour tout p P Z, Hkppq P Z
avec en particulier Hkpkq “ 1. De plus, p1, H1, . . . , Hnq étant une famille de n ` 1 éléments échelonnés de QnrXs, cette famille
est une base de QnrXs.
Supposons pi iq vraie, alors en écrivant P “ q0H0 ` q1H1 ` . . . qnHn, on obtient le système :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

P p0q “ q0

P p1q “ q0H0p1q ` q1H1p1q
...

P pnq “ q0H0pnq ` q1H1pnq ` ¨ ¨ ¨ ` qnHnpnq

système qui nous permet d’assurer que les qi sont des entiers.
Soit maintenant un entier q quelconque, alors P piq “ q0H0piq ` q1H1piq ` ¨ ¨ ¨ ` qnHnpiq qui est une somme d’entier et ainsi
P piq P Z. Ainsi pi iq ñ piq.
Montrons maintenant que pi i iq ñ piq. Pour cela, posons QpXq “ P pX`mq. On a donc pour k P t0, . . . nu, Qpkq “ P pm`kq P Z.
Alors d’après le cas précédent, on peut en déduire que QpZq Ă Z. Soit alors k P Z, P pkq “ Qpk ´ mq. Or k ´ m P Z donc
Qpk ´mq P Z. Ainsi P pkq P Z et on en déduit que P pZq Ă Z.
On a donc bien équivalence entre les trois propriétés.

49

1. Soit pΩ,A, P q un espace probabilisé. Soit B un événement de probabilité non nulle et pAi qiPI un système complet d’évé-

nements de probabilités non nulles. Alors, @ i0 P I, PBpAi0q “
P pAi0 qPAi0

pBq

ÿ

iPI

P pAi qPAi pBq

.

18
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Preuve : PBpAi0q “
P pAi0XBq

P pBq
“
P pAi0 qPAi0 pBq

P pBq
.(1) Or pAi qiPI un système complet d’événements donc P pBq “

ÿ

iPI

P pAi XBq.

Donc P pBq “
ÿ

iPI

P pAi qPAi pBq.(2). (1) et (2) donnent le résultat souhaité.

2. a. On tire au hasard un dé parmi les 100 dés. Notons T l’événement : “le dé choisi est pipé”. Notons A l’événement :
“On obtient le chiffre 6 lors du lancer”. On demande de calculer PApT q. Le système pT, T q est un système complet
d’événements de probabilités non nulles. On a d’ailleurs, P pT q “ 25

100 “ 1
4 et donc P pT q “ 3

4 . Alors, d’après la formule
de Bayes, on a :

PApT q “
P pT qPT pAq

PT pAqP pT q ` PT pAqP pT q
“

1
4 ˆ 1

2
1
2 ˆ 1

4 ` 1
6 ˆ 3

4

“
1

2
.

b. Soit n P N˚. On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés. @ k P J1, nK, on note Ak l’événement “ on obtient le

chiffre 6 au k ième lancer”. On pose A “
n
Ş

k“1

Ak . On nous demande de calculer pn “ PApT q. Le système pT, T q est un

système complet d’événements de probabilités non nulles. On a d’ailleurs, P pT q “ 25
100 “ 1

4 et donc P pT q “ 3
4 . Alors

d’après la formule de Bayes, on a :

pn “ PApT q “
P pT qPT pAq

PT pAqP pT q ` PT pAqP
`

T
˘

Donc pn “
1
4

ˆp 12 q
n

p 12 q
n
ˆ 1
4

`p 16 q
n
ˆ 3
4

“ 1
1` 1

3n´1
.

c. @ n P N˚, pn “ 1
1` 1

3n´1
Donc lim

nÑ`8
pn “ 1. Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on

n’obtient que des 6 sur ces lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.
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1. Notons U1 l’événement le premier tirage se fait dans l’urne U1. Notons U2 l’événement le premier tirage se fait dans l’urne
U2. pU1, U2q est un système complet d’événements. Donc d’après la formule des probabilités totales,

p1 “ P pB1q “ PU1pB1qP pU1q ` PU2pB1qP pU2q.

Donc p1 “ 2
5 ˆ 1

2 ` 4
7 ˆ 1

2 “ 17
35 On a donc p1 “ 17

35 .

2. Soit n P N˚. pBn, Bnq est un système complet d’événements. Donc, d’après la formule des probabilités totales, P pBn`1q “

PBnpBn`1qP pBnq`PBnpBn`1qP pBnq. Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a pn`1 “ 2
5pn` 4

7 p1´pnq. Donc,
@ n P N˚. pn`1 “ ´ 6

35pn ` 4
7 .

3. @n P N˚, pn`1 “ ´ 6
35pn ` 4

7 . Donc ppnqnPN˚ est une suite arithmético-géométrique. On résout l’équation l “ ´ 6
35 l ` 4

7

et on trouve l “ 20
41 . On considère alors la suite punqnPN˚ définie par : @ n P N˚ , un “ pn ´ l . punqnPN˚ est géométrique

de raison ´ 6
35 , donc, @ n P N˚, un “

`

´ 6
35

˘n´1
u1. Or u1 “ p1 ´ l “ 17

35 ´ 20
41 “ ´ 3

1435 . On en déduit que, @ n P N˚,

pn “ un ` l , c’est-à-dire pn “ ´ 3
1435

`

´ 6
35

˘n´1
` 20
41 .
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1. On note F “

!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ A Ă B
)

. Soit p P J1, nK. On pose Fp “

!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ A Ă B et cardB “ p
)

.

Pour une partie B à p éléments donnée, le nombre de parties A de E telles que A Ă B est cardPpBq “ 2p. De plus, on a
`

n
p

˘

possibilités pour choisir une partie B de E à p éléments. On en déduit que : @p P J0, nK, cardFp “
`

n
p

˘

2p. Or F “
n
Ť

p“0

Fp

avec F0, F1, ..., Fn deux à deux disjoints. Donc a “ cardF “

n
ÿ

p“0

cardFp “

n
ÿ

p“0

ˆ

n

p

˙

2p “ 3n, d’après le binôme de Newton.

Conclusion : a “ 3n. Autre méthode : Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre à la

question 1. Notons encore F “

!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ A Ă B
)

. À tout couple pA,Bq de F , on peut associer l’application

φA,B définie par : φA,B :

E ÝÑ t1, 2, 3u

x ÞÝÑ

$

&

%

1 si x P A

2 si x R A et x P B

3 si x R B

On note A pE, t1, 2, 3uq l’ensemble des applications de

E dans t1, 2, 3u. Alors l’application Θ :
F ÝÑ A pE, t1, 2, 3uq

pA,Bq ÞÝÑ φA,B
est bijective. Le résultat en découle.
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2.
!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ AX B “ ∅
)

“

!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ A Ă B
)

.

Or card
!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ A Ă B
)

“ card
!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ A Ă B
)

“ card
!

pA,Cq P pPpEqq
2

{ A Ă C
)

“ a.

Donc b “ a.

3. Compter tous les triplets pA,B, Cq tels que A, B et C soient deux à deux disjoints et tels que A Y B Y C “ E revient à
compter tous les couples pA,Bq tels que AX B “ ∅ car, alors, C est obligatoirement égal à AY B. En d’autres termes,

c “ card
!

pA,Bq P pPpEqq
2

{ AX B “ ∅
)

“ b “ 3n.
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1. a. L’expérience est la suivante : l’épreuve "le tirage d’une boule dans l’urne" est répétée 5 fois. Comme les tirages se
font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes. Chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur tire une
boule blanche (succès avec la probabilité p “ 2

10 “ 1
5) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité 45).

La variable X considérée représente donc le nombre de succès au cours de l’expérience et suit donc une loi binomiale
de paramètre p5, 15 q. C’est-à-dire XpΩq “ J0, 5K et : @ k P J0, 5K, P pX “ kq “

`

5
k

˘

p 15 qkp 45 q5´k . Donc, d’après le cours,
EpXq “ 5ˆ 1

5 “ 1 et V pXq “ 5ˆ 1
5 ˆ

`

1´ 1
5

˘

“ 4
5 “ 0, 8.

b. D’après les hypothèses, on a Y “ 2X´3p5´Xq, c’est-à-dire Y “ 5X´15. On en déduit que Y pΩq “ t5k ´ 15 avec k P J0, 5Ku

. Et on a @ k P J0, 5K, P pY “ 5k ´ 15q “ P pX “ kq “
`

5
k

˘

p 15 qkp 45 q5´k . Y “ 5X ´ 15, donc EpY q “ 5EpXq ´ 15 “

5´ 15 “ ´10. De même, Y “ 5X ´ 15, donc V pY q “ 25V pXq “ 25ˆ 4
5 “ 20.

2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.

a. Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans l’urne en une seule fois
au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X. XpΩq “ J0, 2K. Notons A l’ensemble
dont les éléments sont les 10 boules initialement dans l’urne. Ω est constitué de toutes les parties à 5 éléments de

A. Donc cardΩ “

ˆ

10

5

˙

. Soit k P J0, 2K. L’événement pX “ kq est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et

p5´ kq boules noires dans l’urne. Il a donc
ˆ

2

k

˙

possibilités pour le choix des boules blanches et
ˆ

8

5´ k

˙

possibilités

pour le choix des boules noires. Donc :

@ k P J0, 2K, P pX “ kq “

ˆ

2

k

˙

ˆ

ˆ

8

5´ k

˙

ˆ

10

5

˙ .

b. On a toujours Y “ 5X ´ 15. On en déduit que Y pΩq “ t5k ´ 15 avec k P J0, 2Ku . Et on a

@ k P J0, 2K, P pY “ 5k ´ 15q “ P pX “ kq “

ˆ

2

k

˙

ˆ

ˆ

8

5´ k

˙

ˆ

10

5

˙ .
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1. L’expérience est la suivante : l’épreuve de l’appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est répétée n fois et
ces n épreuves sont mutuellement indépendantes. De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant
est joint avec la probabilité p (succès) ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1´ p (échec). La variable X
considérée représente le nombre de succès et suit donc une loi binômiale de paramètres pn, pq. C’est-à-dire XpΩq “ J0, nK
et @k P J0, nK P pX “ kq “

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k .

2. a. Soit i P J0, nK. Sous la condition pX “ iq, la secrétaire rappelle n´ i correspondants lors de la seconde série d’appels
et donc :

P pY “ k |X “ iq “

$

&

%

ˆ

n ´ i

k

˙

pkp1´ pqn´i´k si k P J0, n ´ iK
0 sinon
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b. ZpΩq “ J0, nK et @k P J0, nK P pZ “ kq “

k
ÿ

i“0

P pX “ i X Y “ k ´ iq “

k
ÿ

i“0

P pY “ k ´ i |X “ iqP pX “ iq. Soit k

P J0, nK. D’après les questions précédentes, P pZ “ kq “

k
ÿ

i“0

ˆ

n ´ i

k ´ i

˙ˆ

n

i

˙

pkp1 ´ pq2n´k´i . Or, d’après l’indication,

ˆ

n ´ i

k ´ i

˙ˆ

n

i

˙

“

ˆ

k

i

˙ˆ

n

k

˙

. Donc P pZ “ kq “

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙ˆ

n

k

˙

pkp1´pq2n´k´i “

ˆ

n

k

˙

pkp1´pq2n´k
k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙ˆ

1

1´ p

˙i

.

Donc d’après le binôme de Newton, P pZ “ kq “

ˆ

n

k

˙

pkp1 ´ pq2n´k
´

2´p
1´p

¯k

“

ˆ

n

k

˙

ppp2´ pqq
k
`

p1´ pq2
˘n´k

. On

vérifie que 1´pp2´pq “ p1´pq2 et donc on peut conclure que : Z suit une loi binomiale de paramètre pn, pp2´pqq.

c. D’après le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramètre pn, pp2 ´ pqq, alors : EpZq “ npp2 ´ pq et V pZq “

npp2´ pq p1´ pp2´ pqq “ npp2´ pqpp ´ 1q2.
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1. Soit i P J1, NK. Xi pΩq “ N˚ et @k P N˚, P pXi “ kq “ pp1 ´ pqk´1 “ pqk´1. Alors on a P pXi ď nq “

n
ÿ

k“1

P pXi “ kq “

n
ÿ

k“1

pqk´1 “ p
1´ qn

1´ q
“ 1´ qn. Donc P pXi ą nq “ 1´ P pXi ď nq “ qn.

2. a. Y pΩq “ N˚. Soit n P N˚. P pY ą nq “ P ppX1 ą nqX¨ ¨ ¨XpXN ą nqq Donc P pY ą nq “

N
ź

i“1

P pXi ą nq car les variables

X1, ¨ ¨ ¨ , XN sont mutuellement indépendantes. Donc P pY ą nq “

N
ź

i“1

qn “ qnN . Or P pY ď nq “ 1 ´ P pY ą nq

donc P pY ď nq “ 1 ´ qnN . Calcul de P pY “ nq : Premier cas : si n ě 2. P pY “ nq “ P pY ď nq ´ P pY ď n ´ 1q.
Donc P pY “ nq “ qpn´1qNp1 ´ qNq. Deuxième cas : si n “ 1. P pY “ nq “ P pY “ 1q “ 1 ´ P pY ą 1q “ 1 ´ qN .
Conclusion : @n P N˚, P pY “ nq “ qpn´1qNp1´ qNq.

b. D’après 2.(a), @n P N˚, P pY “ nq “ qpn´1qNp1´qNq. C’est-à-dire @n P N˚, P pY “ nq “
`

1´ p1´ qNq
˘n´1

p1´qNq.
On en déduit que Y suit une loi géométrique de paramètre 1 ´ qN . Donc, d’après le cours, Y admet une espérance
et EpY q “ 1

1´qN
.
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1. XpΩq “ J0, 2K.
2. a. Pour que l’événement pX “ 2q se réalise, on a

ˆ

3

2

˙

possibilités pour choisir les 2 compartiments restant vides. Les

deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans le troisième compartiment
avec la probabilité 13 . De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.

Donc P pX “ 2q “

ˆ

3

2

˙

`

1
3

˘n
“ 3

`

1
3

˘n
“
`

1
3

˘n´1
.

b. Déterminons P pX “ 1q. Pour que l’événement pX “ 1q se réalise, on a
`

3
1

˘

possibilités pour choisir le compartiment
restant vide. Le compartiment restant vide étant choisi, on note A l’événement : “les n boules doivent se placer dans les
deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser l’un d’eux vide”.
Soit k P J1, n´1K. On note Ak l’événement : “ k boules se placent dans le compartiment a et les pn´kq boules restantes

dans le compartiment b”. On a alors A “

n´1
ď

k“1

Ak . On a @ k P J1, n ´ 1K, P pAkq “

ˆ

n

k

˙

`

1
3

˘k ` 1
3

˘n´k
“

ˆ

n

k

˙

`

1
3

˘n
.

Donc P pX “ 1q “

ˆ

3

1

˙

P p

n´1
ď

k“1

Akq “ 3
n´1
ÿ

k“1

P pAkq car A1, A2, ..., An´1 sont deux à deux incompatibles. Donc P pX “

1q “ 3
n´1
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙ˆ

1

3

˙n

“

ˆ

1

3

˙n´1 n´1
ÿ

k“1

ˆ

n

k

˙

“

ˆ

1

3

˙n´1
˜

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

´ 2

¸

“

ˆ

1

3

˙n´1

p2n ´ 2q . Donc P pX “ 1q “

`

1
3

˘n´1
p2n ´ 2q . Enfin, P pX “ 0q “ 1 ´ P pX “ 2q ´ P pX “ 1q donc P pX “ 0q “ 1 ´

`

1
3

˘n´1
´
`

1
3

˘n´1
p2n ´ 2q.

Donc P pX “ 0q “ 1´
`

1
3

˘n´1
p2n ´ 1q.

Autre méthode : Une épreuve peut être assimilée à une application de J1, nK (ensemble des numéros des boules) dansJ1, 3K (ensemble des numéros des cases). Notons Ω l’ensemble de ces applications. On a donc : card Ω “ 3n. Les
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boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments", donc il y a équiprobabilité sur Ω. (a) L’événement
pX “ 2q correspond aux applications dont les images se concentrent sur le même élément de J1, 3K, c’est-à-dire aux
applications constantes. Donc P pX “ 2q “ 3

3n “ 1
3n´1 . (b) Comptons à présent le nombre d’applications correspondant

à l’événement pX “ 1q, c’est-à-dire le nombre d’applications dont l’ensemble des images est constitué de deux
éléments exactement. On a 3 possibilités pour choisir l’élément de J1, 3K qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque
fois, il faut compter le nombre d’applications de J1, nK vers les deux éléments restants de J1, 3K, en excluant bien sûr
les deux applications constantes. On obtient donc 2n ´ 2 applications. D’où P pX “ 1q “

3ˆp2n´2q
3n “ 1

3n´1 p2n ´ 2q.

Enfin, comme dans la méthode précédente, P pX “ 0q “ 1´ P pX “ 2q ´ P pX “ 1q donc P pX “ 0q “ 1´
`

1
3

˘n´1
´

`

1
3

˘n´1
p2n ´ 2q.

3. a. EpXq “ 0P pX “ 0q ` 1P pX “ 1q ` 2P pX “ 2q “
`

1
3

˘n´1
p2n ´ 2q ` 2

`

1
3

˘n´1
. Donc EpXq “ 3

`

2
3

˘n
.

b. D’après 3.(a), lim
nÑ`8

EpXq “ lim
nÑ`8

3
`

2
3

˘n
“ 0. Quand le nombre de boules tend vers `8, en moyenne aucun des

trois compartiments ne restera vide.
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1. XpΩq “ J1, 3K. @ i P J1, nK, on note Bi la ième boule blanche. @ i P J1, 2K, on note Ni la ième boule noire. On pose
E “ tB1, B2, ..., Bn, N1, N2u. Alors Ω est l’ensemble des permutations de E et donc cardpΩq “ pn ` 2q!.
pX “ 1q correspond aux tirages des pn`2q boules pour lesquels la première boule tirée est blanche. On a donc n possibilités
pour le choix de la première boule blanche et donc pn`1q! possibilités pour les tirages restants. Donc P pX “ 1q “

nˆpn`1q!
pn`2q! “

n
n`2 . pX “ 2q correspond aux tirages des pn ` 2q boules pour lesquels la première boule tirée est noire et la seconde est
blanche. On a donc 2 possibilités pour la première boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n! possibilités
pour les tirages restants. Donc P pX “ 2q “

2ˆnˆpnq!
pn`2q! “ 2n

pn`1qpn`2q . pX “ 3q correspond aux tirages des pn ` 2q boules
pour lesquels la première boule et la seconde boule sont noires. On a donc 2 possibilités pour la première boule, puis une
seule possibilité pour la seconde et enfin n! possibilités pour les boules restantes. Donc P pX “ 3q “

2ˆ1ˆpnq!
pn`2q! “ 2

pn`1qpn`2q .

Autre méthode : Dans cette méthode, on ne s’intéresse qu’aux "premières" boules tirées, les autres étant sans impor-
tance. XpΩq “ J1, 3K. pX “ 1q est l’événement : "obtenir une boule blanche au premier tirage". Donc P pX “ 1q “
nombre de boules blanches
nombre de boules de l’urne “ n

n`2 . pX “ 2q est l’événement : " obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche
au second tirage". D’où P pX “ 2q “ 2

n`2 ˆ n
n`1 “ 2n

pn`2qpn`1q , les tirages se faisant sans remise. pX “ 3q est l’événe-
ment : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule blanche au troisième tirage". D’où
P pX “ 3q “ 2

n`2 ˆ 1
n`1 ˆ n

n “ 2
pn`2qpn`1q , les tirages se faisant sans remise.

2. Y pΩq “ J1, n ` 1K. Soit k P J1, n ` 1K. L’événement pY “ kq correspond aux tirages des pn ` 2q boules où les pk ´ 1q

premières boules tirées ne sont ni B1 ni N1 et la k ième boule tirée est B1 ou N1. On a donc, pour les pk ´ 1q premières

boules tirées ,
ˆ

n

k ´ 1

˙

choix possibles de ces boules et pk´1q! possibilités pour leur rang de tirage sur les pk´1q premiers

tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la k ième boule et enfin pn`2´kq! possibilités pour les rangs de tirage des boules

restantes. Donc P pY “ kq “

ˆ

n

k ´ 1

˙

ˆpk´1q!ˆ2ˆpn`2´kq!

pn`2q! “
2 n!

pn´k`1q!ˆpn`2´kq!

pn`2q! Donc P pY “ kq “
2pn`2´kq

pn`1qpn`2q .

Autre méthode : Y pΩq “ J1, n` 1K. On note Ak l’événement " une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée au rang k".
Soit k P J1, n ` 1K. On a : pY “ kq “ A1 X A2 X .... X Ak´1 X Ak . Alors, d’après la formule des probabilités composées,
P pY “ kq “ P pA1qPA1pA2q...PA1XA2X...XAk´2pAk´1qPA1XA2X...XAk´1pAkq. P pY “ kq “ n

n`2 ˆ n´1
pn`2q´1 ˆ n´2

pn`2q´2 ˆ ... ˆ

n´pk´2q
pn`2q´pk´2q ˆ 2

pn`2q´pk´1q P pY “ kq “ n
n`2 ˆ n´1

n`1 ˆ n´2
n ˆ ... ˆ n´k`2

n´k`4 ˆ 2
n´k`3 . P pY “ kq “ 2 n!

pn´k`1q! ˆ
pn´k`2q!

pn`2q! .

P pY “ kq “
2pn´k`2q

pn`2qpn`1q .
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On a :

P pX “ iq “

n`1
ÿ

j“1

P pX “ i X Y “ jq “
1

22n

ˆ

n

i ´ 1

˙ n`1
ÿ

j“1

ˆ

n

j ´ 1

˙

“
1

22n

ˆ

n

i ´ 1

˙ n
ÿ

j“0

ˆ

n
˙

“
1

22n

ˆ

n

i ´ 1

˙

2n “
1

2n

ˆ

n

i ´ 1

˙

ce qui est bien la valeur cherchée.
La variable aléatoire Z “ X ´ 1 est à valeurs dans t0, . . . , nu avec P pZ “ iq “ P pX “ i ` 1q “ 1

2n

`

n
i

˘

. On a alors EpZq “
1
2n

řn
i“0 i

`

n
i

˘

“ 1
2n

řn
i“1 n

`

n´1
i´1

˘

“ n
2n

řn´1
i“0

`

n´1
i

˘

“ n
2 . On calcul de même la variance.

Pour le calcul de EpeXq, on a :
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EpeXq “

n`1
ÿ

i“1

e iPpX “ iq “
1

2n

n`1
ÿ

i“1

ˆ

n

i ´ 1

˙

e i “
e

2n

n
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

e i “
e

2n
p1` eqn
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1. 1ère preuve : soit d P N un diviseur commun de ab et p. Comme d | p et p ^ a “ 1, on a d ^ a “ 1. Le lemme de Gauss
assure alors que, comme d | ab, on a d | b. Finalement, d est un diviseur commun de b et p, donc d “ 1.

2ème preuve : Par Bézout, il existe u, v , u1, v 1 P Z tels que au ` pv “ 1, et bu1 ` pv 1 “ 1. En multipliant les égalités, on
obtient

ab uu1 ` p pauv 1 ` bu1v ` pvv 1q “ 1,

qui est une relation de Bézout, donc p ^ pabq “ 1.

2a. On remarque que k!
`

p
k

˘

“ ppp ´ 1q . . . pp ´ k ` 1q, donc p divise k!
`

p
k

˘

. Comme p est premier et k ă p, les entiers i ď k

sont premiers avec p, donc leur produit également : k!^ p “ 1. Par le lemme de Gauss, on en déduit donc que p |
`

p
k

˘

.

2b. On monte le résultat par récurrence.

– Si n “ 0, on a np “ 0, donc le résultat est vrai.

– Soit n P N. On suppose que np ” n rps.

pn ` 1qp “ np `
p´1
ř

k“1

`

p
k

˘

nk ` 1 ” np ` 1 rps,

car pour tout k P J1, p ´ 1K, p divise
`

p
k

˘

, donc
`

p
k

˘

nk ” 0 rps. Par hypothèse de récurrence, on a donc pn ` 1qp ”

n ` 1 rps.

2c. 1ère preuve : On a npnp´1 ´ 1q “ np ´ n ” 0 rps. Ainsi, p | npnp´1 ´ 1q. Comme p est premier et ne divise pas n, on a
p ^ n “ 1, donc par le lemme de Gauss, p | np´1 ´ 1, ce qui donne le résultat.

2ème preuve : Comme p ^ n “ 1, il existe u P Z inverse de n modulo p, c’est-à-dire que nu ” 1 rps, donc en multipliant
l’égalité précédente par u, on obtient np´1 ” 1 rps.
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1. Par l’absurde, on suppose que x P Z est solution. Alors x ” 5 r6s donne que x est impair, puisqu’il existe k P Z tel que
x “ 6k ` 5.
De même, x ” 4 r8s donne que x est pair. D’où l’absurdité.

2a. Soient a, b P Z.
a ^ b “ 1 ô Dpu, vq P Z2, au ` bv “ 1.

2b. Soient a, b P N tels que a ^ b “ 1, et soit c P Z.
Montrons que ab | c ñ pa | c et b | cq.
Si ab | c , alors il existe k P Z tel que c “ kab. Ainsi, c “ pkbqa,, donc a | c . Par ailleurs, c “ pkaqb, donc b | c .
Montrons maintenant que pa | c et b | cq ñ ab | c .
Comme a ^ b “ 1, il existe u, v P Z tels que

au ` bv “ 1.

De plus, comme a | c , il existe k1 P Z tel que c “ k1a, et comme b | c , il existe k2 P Z tel que c “ k2b.
On multiplie l’égalité ( ??) par c :

cau ` cbv “ c.

Ainsi, pk2bqau ` pk1aqbv “ c , d’où
pk2u ` k1vqab “ c, et ab | c.

3a. En observant le système pSq, on peut remarquer que x0 “ ´11 est une solution particulière.

3b. Comme x0 est solution particulière de pSq, On en déduit que x est solution de pSq si et seulement si

$

’

&

’

%

x ´ x0 ” 0 r17s,

x ´ x0 ” 0 r16s,

x ´ x0 ” 0 r15s,
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c’est-à-dire 17 | px ´ x0q, 16 | px ´ x0q, 15 | px ´ x0q. Or,17^ 16 “ 1, donc, d’après la question 2b,

17ˆ 16 | px ´ x0q et 15 | px ´ x0q.

De plus, p17ˆ 16q ^ 15 “ 1, donc, toujours d’après la question 2b,

17ˆ 16ˆ 15 | px ´ x0q.

Ainsi, l’ensemble des solutions de pS1q est

tx0 ` 17ˆ 16ˆ 15 k, k P Zu .

60 Pour a P H, on écrit a “ x ` y
?
3, avec x P N, y P Z et x2 ´ 3y2 “ 1. On a alors x “

a

1` 3y2 ą
?
3 |y |, d’où

a “ x ` y
?
3 ą 0. Ainsi, H Ă R‹

`.

De plus, 1 P H, puisque 1 “ 1` 0
?
3 et 12 ´ 3 ¨ 02 “ 1.

Soit maintenant a P H. On a
1

a
“ x ´ y

?
3,

avec x P N, ´y P Z et x2 ´ 3p´yq2 “ 1. Ainsi, 1a P H.

Enfin, soient a, b P H, avec a “ x ` y
?
3 et b “ x 1 ` y 1

?
3 et x, x 1 P N, y , y 1 P Z. Alors

ab “ pxx 1 ` 3yy 1q ` pxy 1 ` x 1yq
?
3,

où xx 1 ` 3yy 1 P Z, xy 1 ` x 1y P Z, et
pxx 1 ` 3yy 1q2 ´ 3pxy 1 ` x 1yq2 “ 1.

De plus, comme x ą
?
3 |y | et x 1 ą

?
3 |y 1|, on obtient xx 1 ` 3yy 1 ě 0. Par conséquent, ab P H.
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1. Soient x, y P G, on a

σapx yq “ a x y a´1

“ a x a´1 a y a´1

“ σapxqσapyq

Ainsi, σa est un morphisme de groupes.

Par ailleurs, si y P G, y “ σapxq ssi x “ a´1 y a, donc σa est une bijection, et

σ´1
a : y ÞÑ a´1 y a.

En d’autres termes, σ´1
a “ σa´1 .

2. On a φpabq “ σab, or pour tout x P G,

σabpxq “ pabq x pabq´1

“ a b x b´1 a´1

“ σapσbpxqq.

Ainsi, σa b “ σa ˝ σb, i.e. φpabq “ φpaq ˝ φpbq, et φ est bien un morphisme de groupe.

3. On a S “ φpGq “ Imφ, donc S est un sous-groupe de AutpGq.
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1. Supposons que xy est nilpotent, et considérons un entier n tel que pxyqn “ 0A. Alors, on a ypxyqnx “ 0A, ce qui se récrit
pyxqn`1 “ 0A, donc yx est nilpotent.

2. Soient deux entiers n,m tels que xn “ 0A et ym “ 0A. Nous allons montrer 1 que px ` yqn`m “ 0. Comme x et y
commutent, on peut utiliser la formule du binôme de Newton :

px ` yqn`m “

n`m
ÿ

k“0

ˆ

n `m

k

˙

xkyn`m´k .

Or :

1. L’exposant p tel que px ` yqp “ 0A est trouvé ici en cherchant p tel que pour tout k P J0, pK, on ait xkyp´k “ 0A. Ceci se récrit : si k ă n, alors
k ď p ´m, ce qui est vérifié si p ě n `m ´ 1.
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– si k ě n, alors xk “ 0A, donc xkyn`m´k “ 0A,

– si k ă n, alors n `m ´ k ą m, et yn`m´k “ 0A.

Ceci montre que tous les termes de la somme ci-dessus sont nuls, donc px ` yqn`m “ 0A.

3. Soit n P N tel que xn “ 0A. Par télescopage, on a

p1A ´ xq
n´1
ÿ

k“0

xk “

n´1
ÿ

k“0

pxk ´ xk`1q “ 1A ´ xn “ 1A

Ainsi, p1A ´ xq est inversible d’inverse
n´1
ř

k“0

xk .
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