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1.

2

Cahier de vacances

Vin

Par hypothése, INy € N tel que Vne N, n > Ny = v, # 0. Ainsi la suite (“—) est définie a partir du rang Np. De plus,

comme U, ~ Vp,ona lim ¥ =1 Alors, Ve >0, INe N tel que N > NgetVn= N, |4L — 1‘ <e.
+00 n—+co0 Y Vi
Prenons € = . Fixons un entier N vérifiant cette propriété. Ainsi, Vn > N, —3 <% —1 < £, donc 2 > L et ainsi £ > 0.
n n n

On en déduit que u, et v, sont de méme signe a partir d'un certain rang.

sinh1—1+1+o L tan1—1+1+o L
n)  n  6n3 n)’ n) n  3n n/)

Donc u, ~ —6%. On en déduit que, a partir d'un certain rang, u, est négatif.

. Au voisinage de +o0,

On pose f(x) = Arctan x.

1.

a. Premier cas : Si uy < up Puisque la fonction f : x — Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctan(u;) <
Arctan(ug) c'est-a-dire up < uq. Par récurrence, on prouve que Vn e N, upi1 < u,. Donc la suite (up) est strictement
décroissante.

Deuxiéme cas : Si u; > up Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u,) est strictement croissante.
Troisiéme cas : Si 11 = up La suite (u,) est constante.

Pour connaitre les variations de la suite (up), il faut donc déterminer le signe de u; — up, c'est-a-dire le signe de
Arctan(up) — tg. On pose alors g(x) = Arctanx — x et on étudie le signe de la fonction g. On a Vx e R, ¢'(x) = 1%;
et donc V x € R*, g’(x) < 0. Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0) = 0 alors : ¥x € ]0, +oo[,
g(x) < 0 et ¥x € ]—0,0[, g(x) > 0. On a donc trois cas suivant le signe de xp : - Si xo > 0, la suite(u,) est
strictement décroissante. - Si xo = 0, la suite (u,) est constante. - Si xp < 0, la suite(u,) est strictement croissante.

La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur g(R) = R. 0 admet donc
un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f. Donc si la suite (u,) converge, elle
converge vers 0, le seul point fixe de f.

Premier cas : Si ug > 0 L'intervalle ]0, +-00[ étant stable par f, on a par récurrence, ¥n € N, u, > 0. Donc la suite (u,)
est décroissante et minorée par 0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f.

Deuxiéme cas : Si ug < 0 Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,) est croissante et majorée par 0, donc elle
converge vers 0.

Troisiéme cas : Si up = 0 La suite (u,) est constante.

Conclusion : ¥ ug € R, (up) converge vers 0.

Soit h une fonction continue sur R telle que, ¥x € R, h(x) = h(Arctan x). Soit x € R. Considérons la suite (u,) définie par
up =xet¥neN, uppq1 = Arctan(up). On a alors h(x) = h(ug) = h(Arctan(up)) = h(ur) = h(Arctan(ur)) = h(w) = .. ..
Par récurrence, on prouve que, Vne N, h(x) = h(u,). De plus “T h(un) = h(0) par convergence de la suite (up) vers 0
n—-+aoo
et par continuité de h. On obtient ainsi : h(x) = h(0) et donc h est une fonction constante. Réciproquement, toutes les
fonctions constantes conviennent. Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.

a. Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de I'ensemble des suites a valeurs complexes. La suite nulle appartient
a E ( obtenue pour (up, u1) = (0,0)). Soit u = (Up)nen €t v = (Vp)nen deux suites de E. Soit A € C. Montrons
quew =u+Ave E.OnaVneN w, = u, +Av,. Soit n € N. Wyyo = tpya + Avayo. Or (u,v) € E?, donc
Wpyo = 2aupy1+4(ia—1)up+ X (2avysr +4(ia— 1)v,) c'est-a-dire Wy = 2a (Upr1 + AVpg1) +4(1a—1) (up + Avy)
ou encore Wyip = 2aWy41 +4(ia— 1)w,. Donc w € E. Donc E est un sous-espace vectoriel de |I'ensemble des suites
a valeurs complexes.

2. On considére I'application ¢ définie par :

U= (Un)pen +— (Uo, 1)



MP — Lycée Montesquieu 2026-2027

Par construction, ¢ est linéaire et bijective. Donc ¢ est un isomorphisme d'espaces vectoriels. On en déduit que dim E =
dimC? = 2.
3. Il s'agit d'une suite récurrente linéaire d'ordre 2 a coefficients constants. On introduit I'équation caractéristique (E) :
r? —2ar —4(ia— 1) = 0. On a deux possibilités :
- si (E) admet deux racines distinctes r; et rp, alors Vne N, u, = ar{ + Brj avec (a,3) que I'on détermine a partir des
conditions initiales.
- si (E) a une unique racine double r, alors Vne N, u, = (an+B)r" avec (o, 3) que I'on détermine a partir des conditions
initiales.
Le discriminant réduit de (E) est A’ = a®> + 4ia— 4 = (a + 2i)2.
— Premier cas : a = —2i r = a = —2j est racine double de (E). Donc, Y n e N, u, = (an + B)(=2i)". Or up = 1 et
up=1,doncl=0Fet1l=(a+pB)(—2i). Onen déduit quea=5—-1letB =1
— Deuxiéme cas : a # —2i On a deux racines distinctes r; =2(a+ i) et b, = —2i. DoncVneN, u, = a(2(a+1))" +
B(=2))". Orup=1letu; =1 donca+pB=1et2(a+i)a—2i6=1. On en déduit, aprés résolution, que

o 1+2 t5_2a+2/71
2a+4i  2a+4i
4 ' Calculons :
. (2§3 (_X)k>' B _2§3 (_X)k—l B _2§2 (— X k _2§1 Xx2n+2 _p X2n+2
n+1 = = T nT T A
= k! = (k—1)! = ! 2n+2) (2n + 2)!
On a alors :
X2n+1 X2n X2n+1

/! — 7P/ s _ —
il "(2n+1)! 2nm!  (2n+1)!
Par récurrence, I'hérédité est triviale (P = 1 — X est décroissante et s'annule une unique fois)
Concentrons nous sur I'hérédité. Soit n € N, on suppose p, strictement décroissante et qui s’annule en une unique valeur notée

up. Ona pj = p, donc p),; est croissante sur [—co, u,] et décroissante sur [u,, +-00]. Elle admet alors un maximum en u,.
2n+2 2n+2 2n+
Or ply1(un) = —pn(up) — (2n+2) =0- (2n+2) = (2n+2), < 0 (car il est évident que u, # 0). On en déduit que le maximum

de P!, est strictement négatif et donc que p;_, est strictement négative : p,;1 est strictement décroissante. Or c’est une
fonction polynomiale donc elle s’annule une unique fois sur R.

Enfin P, est un polyndme de degré impair et strictement décroissant, donc il admet une unique solution u, sur R.

On a alors en regroupant termes pairs et impairs :

:Pn—1+

n

T (—X)2P —X)2pr+1 nooxer X
=Z((2p;! +(( ) _:Z [(1- ).

=0

_ 2HZ+:1 (7
k=0

he]

On calcule alors P(1) > 0 et

_Z”: (2n+1)2"( _2n+1)<
B (2p)! 2k +1

0

<

D’aprés le TVI, un fonction polynomiale étant continue, u, € [1,2n + 1].
2n+1 2/1

. 2n
Calculons enfin Py (up) = Pn(un)Jr(g#n[)— (2”;“) (2n) (1 2n+1) On u, < 2n+1 donc (1—2n+1) > 0 et ainsi Py1(u,) > 0.
On en déduit d'aprés les variations de P, 1 que u, < u,11 : la suite u, est monotone croissante (strictement).

5

1. f, est dérivable de dérivée f/(x) = 3nx>""1 — \/n = 4/n(34/nx®""1 —1). Si x > 1, cette quantité est strictement positive,
donc f, est strictement croissante sur [1, 2] en particulier. Or f,(1) =2 —y/n<0carn>=4et f,(2) =23"-2,/n+1>0
On en déduit que f,(x) = 0 admet une unique solution entre 1 et 2.

2. Nous allons utiliser une inégalité classique : pour u = 0, In(1 + v) > v — ”5 qu'on peut démontrer par une étude de
fonction.
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1 1
fl+—=)=(1+—% 1+ — 1
s B -va(oe )
1
= exp(3nin ( ﬁ) —+/n
> exp(3v/n — *) vn
> exp(3v/7 - f> NG
>1+ 3[— ~—+/n
= 24/n— =
Vi 2
car exp(u) = 1+ u. On en déduit donc que f(1+ %) >0etdoncl<x, <1+ ﬁ Par encadrement, on a donc ¢, — 0.
3. On aalors x3" = \/nx, — 1 donc x2"~1 ~ y/n. c'est & dire 3nin(x,) = In(y/nx, — 1) = In(y/nx,) + In(1 — f—) D’ou
6nin(x,) = In(n) + 2In(x,) + 2In(1 — f—) dont on déduit 6nin(x,) ~

In(n). Or In(x,) ~ x, — 1 donc x, — 1 ~ '”(") . On en déduit x, = 1 + 'n(") + o('”("))
4. On cherche un terme en plus. On a
Xn = (\Fxn 1/3n
exp(— In(ﬁxn -1)

) Inn

= ep(5- (V4 o) 1t o)
— (™ >+§m< —%+ )y o)
=e><p( ) +%In(l—ﬁ+o(\%)))
= exp( ) 3nl\ﬁ + O(n\l/ﬁ))
. ) 1 1
YNNG - O(n\/ﬁ)

6

1. g est de classe C® sur R et h est de classe C* sur R\ {—1}. On prouve, par récurrence, que :

(=1) k!
(1 + x)ktt
2. g et hsont de classe C* sur R\ {—1} donc, d'apres la formule de Leibniz, f est de classe C* sur R\ {—1} et Vx € R\ {—1} :

n n 1)K kel n —1)kon—k
(n) (n— k) (K) (o) — N\ yn—k ox (—1)%K! _ ]e2X (-1)
e = 2, ( Jo oot = 3 ()2t g = e X G g

k=0 k=0 k=0

VxeR, gW(x) =25 et VxeR\{-1}, hO(x) =

3. Notons (P,) la propriété : Si f : | - R et g: /| — R sont n fois dérivables sur / alors, fg est n fois dérivable sur / et :

n
n
vxel, (900 = 35 () A" 0g™ o)
k=0 k
Prouvons que (P,) est vraie par récurrence sur n. La propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1 (dérivée d'un produit).
Supposons la propriété vraie au rang n = 0. Soit f : | - R et g : | — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur /. Les
fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur / et donc par hypothése de récurrence la fonction fg I'est aussi

n
avec Vxel, (fg)"(x) = 2 (Z) FI=R) (x) g™k (x).
k=0
Pour tout k € {0, ..., n}, les fonctions ("% et g(¥) sont dérivables sur / donc par opération sur les fonctions dérivables,
la fonction (fg)("™ est encore dérivable sur /. Ainsi la fonction fg est (n + 1) fois dérivable et : V x € I, (fg)("*Y(x) =
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n
Z (:) (f(”“’k) (x)g™ (x) + f(”’k)(x)g(k“)(x)). En décomposant la somme en deux et en procédant a un décalage
k=0

d’indice sur la deuxiéme somme, on obtient :

Vxel (fg n+1 i ( >f(n+1k) g(k i ( >f(n+1k)(x)g(k)(x)_

k=0

Clest-a-dire (fg)("tD(x) = Z <(Z> + (k ﬁ 1)) FOH=K (x)g") (x) + (g) £ () g (x) + (Z) FO(x) g (x)

k=1

. . +1 +1
Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a (Z) + (k g 1) (" B > On remarque également que (g) =1= (n 0 )

n+1

1 .
et (n) =1= (n * ) On en déduit que (fg)("*+1(x Z (n >f(”+1_k)(x)g(k) (x). Donc (P,41) est vraie.
n n+1 =

1. Théoréme des accroissements finis : Soit f : [a, b] — R. On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.
Alors 3 ¢ € ]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

2. Onpose I = lim f’(x). Soit h # 0 tel que xg+ h € [a, b]. En appliquant le théoréme des accroissements finis, a la fonction
X—Xp

f, entre xp et xo+h, on peut affirmer qu'il existe ¢y, strictement compris entre xq et xo+h tel que f(xo+h)—f(x0) = '(cn)h.
Quand h — 0 (avec h # 0), on a, par encadrement, ¢, — Xo. Donc fl)imo% (f(xo+ h) —f(x0)) = /I7im0 f'(cp) = lim f'(x) =
— — X—X0

1. On en déduit que f est dérivable en xp et '(xp) = /.

3. La fonction g proposée dans I'indication est évidemment dérivable sur ]—oo, O] et 0, +oo[. g est également dérivable en
0 car 1 (g(h) —g(0)) = hsin (). Or Jim hsm( ) = 0 car |hsin(3)| < |h|. Donc, g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

Cependant, ¥ x € R\ {0}, ¢'(x) = 2xsm (;) —cos (1). 2xsin (1) —— 0 (car [2xsin(2)] < 2|x|), mais x —> cos (1)
X—

n'admet pas de limite en 0. Donc ¢’ n’a pas de limite en O.

1. Par hypothése : Ve > 0, 3N € N/ Vn N, |”"+1 | < e.(1) Prenons € = 1— Fixons un entier N vérifiant (1). Alors
VneN, n=N= |22 — | <l Etdonc, Vn > N, 2 < 1 On pose q— 3 On a donc g €]0,1[. On a alors
¥n= N, u,r1 < qu,. On en déduit, par récurrence, que Vn = N, u, < ¢ Nuy. Or Z " Nuy = ung™" Z q" et Z q"

n=N n=N n=N

converge car g € |0, 1[. Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, 2 u, converge.

2. Onpose :VneN* u, =2 YneN* u,>0etVne Nk Ytt — 0" _ o=nin(l+y) .Or —nin(1 + 1) ~ —1 donc
n Up (n+1) +o0
o
lim T:l

=e ! < 1. Donc Z u, converge.
n— oo

1. Par hypothése, 3Ng e N/ Vne N,n > Ny = v, # 0. Ainsi la suite (‘\j—;) est définie a partir du rang Np. De plus, on
suppose que U, o vp. On en déduit que Iir}: 4 = 1. Alors, Ve >0, 3N e Ntel que N > Nget YneNn > N =
0 n—-+oo

Vn

fn 1) < €.(1) Prenons € = 3. Fixons un entier N vérifiant (1). Ainsi, ¥ ne N,n > N = V- 1) < 3. Clest-a-dire,

Vn
VneNn=N— -3 <% —-1<3 OnendéduitqueVneN,n=N— <% <3()
Premier cas : Si Z Vv, converge D'apres O0,.Vn=N, u, < vn. Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs,
Z u, converge.

Deuxieme cas : Si Z v, diverge D'aprés (), Vn = N, %vn < up,. Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs,
> u, diverge. Par symétrie de la relation d’'équivalence, on obtient le résultat.

_ ((=D)"+i)Innsin(2) _ +/2Innsin(2) V2Inn _ s _ A2Inn
2. On pose Yn=2, up = W |Un| = m De p|US |Un| +’?.'O n% = Vp On a nav, = n% , donc

. 5 L . ’ N
lim n2v, = 0. On en déduit que Z v, converge. D'aprés 1., Z |up| converge. Donc 2 u, converge absolument. De
n—+0oo
n=2 n=2
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10

2.

11

12
On a

plus, la suite (up)s=2 est a valeurs dans C, donc Z up converge.
n=2

a. Sonto — Son = Uopyo — Uapr1 < 0, donc (Sap)nen est décroissante. De méme Sopi3 — Soptr = 0, donc (Sant1)nen
est croissante. De plus Sop, — Sopt1 = Uppyr €t lim uop1 =0, donc lim (Sz, — Sopt1) = 0. On en déduit que les
n——+oo n——+oo

suites (Sop)nen €t (San+1)nen sont adjacentes. Donc elles convergent et ce vers une méme limite. Comme (S2p) nen

et (Son+1)nen recouvrent I'ensemble des termes de la suite (Sp)nen, on en déduit que la suite (Sp)nen Converge aussi

vers cette limite. Ce qui signifie que la série Z (—1)*uy converge.

+a0
b. Lereste Ry = Y (—1)*uy vérifie V ne N, |Ry| < tps1.
k=n+1
On pose : Vx e R, VneN* f,(x) = M_ On a alors V n e N*, f,(x) = (—1)"un(x) avec up(x) = <~
a. Soit x e R. Si x < 0, alors IiT |fa(x)| = 400, donc Z x) diverge grossiérement. Si x > 0, alors (tn(x))pen est
n—

n=1

positive, décroissante et “T un(x) = 0. Donc d'aprés 1.(a), >, f,(x) converge. Donc Z f, converge simplement
n——+00 n>1

n=1
sur [0, +oof.
Remarque : pour x > 0, on a aussi convergence absolue de Y. f,(x). En effet, pour tout réel x > 0, n?|f,(x)| =
n=1
1
ne="™ 0 donc, au voisinage de +a0, |f,(x)| = o ().
b. Comme Z f, converge simplement sur [0, +oo[, on peut poser V x € [0, +o0[, Rp( Z fi(x). Alors, comme,
n=1 k=n+1
Vx € [0, +oo[, (un(x))nen est positive, décroissante et Iim un(x) = 0, on en déduit, d'aprés 1.(b), que : Vx € [0, +oo[,
[R(x)] < & ("H)X . Etdonc Vx € [0, +oo, |[Ry(x)| < n+1 (maJoratlon indépendante de x) Et comme IiT % 0,
0

alors (R,) converge uniformément vers 0 sur [0, +oo[. C'est-a-dire Z f, converge uniformément sur [0, +oo[.

n=1
TV +n+ 1= n7r4/1+%+%. Or, au voisinage de +o0,
1 1 1.1 1 1 1 3 1
1+—4+—==1+=(- - —4+0(=%)=14+ —+ — —
+n+n2 +2(n n2> 8n2+ (n3) +2n+8n2+ (n3>

Donc, au voisinage de +o0, mv/n2 + n+1=nm+ % + 22 + O(%).
On pose ¥Yne N*, v, = cos( \/n2 +n+1).

D'aprés 1., v, = cos (nm + % + 3% + O(%)) = (=1)"sin (22 + O(:%)). Donc vn = %”w +0(%).

n

-1 n+1

Or Z (7 converge (d’apreés le critére spécial des séries alternées) et Z O( ) converge (par critére de domination),
n=1 n n=1 ﬁ
donc 2 v, converge.
n=1
. 1 . . .
D’apres le développement asymptotique du 2., on a |v,| o~ g—’;. Or Z — diverge (série harmonique), donc Z |v,| diverge,
[oe]
n=1 n=1
c'est-a-dire Y. v, ne converge pas absolument.
n=1
—-1)" -1)" sin(n 1 -1)" —1)"sin(n 1
N VLI o VLAY B B o VL o VAL B
n3/A(1 + sin(n)n—3/4 374 3/4 34 173/4 3/2 3/2
—
Vn Wy
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Or v, est le terme général d'une série convergente (par critére des séries alternées) et w, est le terme général d'une série
absolument convergente (par comparaison a une série de Riemann Y] # convergente). Donc Y u, converge.

13 Calculons :

ein@
Uy, =

A/n + eine
einG 1

= eing
Vi1 ex
eine ein(p

= 1 — + O _
Tl o)
eind in(6+¢) 1

- N +O(n\/ﬁ)

Posons v,, = e—\/; et w, = ") e O( ) est le terme général d’'une série absolument convergente, la convergence de Y’ u,

dépend de la convergence de Z Vi + Wy

- Si 6 et @ sont des multiples impairs de , alors v, est le terme général d'une série alternée donc convergente mais w, est
divergente. Le O étant le terme général d’une série absolument convergente, on en déduit Y] u, diverge. - Si 6 est un multiple
pair et @ un multiple impair alors v, diverge et > w, converge donc > u, diverge. - Si 6 est un multiple impair et ¢ un
multiple pair, alors ) v, converge ainsi que Y, w, par CSSA. Donc > u, converge - Si 6 et ¢ sont des multiples pairs, alors

Vp+ Wy = ﬁ —% = \/5;1 ~ ﬁ qui est le terme général d'un série divergente. Par théoréme de comparaison des séries a termes

positifs, >} u, diverge.

14

1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I'ouvert R?\ {(0,0)}. On considére la norme euclidienne sur
R? définie par V (x,¥) € R?, [|(x, ¥)|l2 = /X2 +¥2. On a ¥V (x,y) € R?, |x| < ||(x,¥)|]2 et |y| < ||(x,¥)|]2- On en déduit

que ¥ (x,y) € R\ {(0,0)}, |f(x.y) — £(0,0)] = ki < (‘\'KXX?)'\'Q =[x, )]]2 ooy O O en deduit que f est

continue en (0,0). Ainsi f est continue sur R?.

2. Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées partielles en tout point de I'ouvert
R?\ {(0,0)}. En (0,0) : tleo% (f(t,0) — £(0,0)) =0, donc f admet une dérivée partielle en (0, 0) par rapport a sa premiére
variable et %(O, 0) = 0. De méme, tlm 2(f(0,t) — £(0,0)) = 0. Donc f admet une dérivée partielle en (0, 0) par rapport
a sa seconde variable et g—;(o, 0) =0.

3. D’aprés le cours, f est de classe C! sur R? si et seulement si ? et ? existent et sont continues sur R2. Or, V(x, y) €
R2\{(0,0)}, L(x,y) = ﬁ On remarque que ¥ x > 0, & (x,x) = 2f Donc, IEQ L (x,x) = 71@ # 2£(0,0). On
af

en déduit que & n'est pas continue en (0,0). Donc f n’est pas de classe C' sur R2.

15
1. Soit (x,y) e R%. x>+ y2 —xy — (x> + y?) = 2(x® + y? —2xy) = £ (x — ) > 0. Donc x? + y? — xy > 3(x? + y?).
2. a Soit (x,y)eR? D'aprés 1., x> + y?> —xy = 0 == x?> + y?> = 0 <= x = y = 0. Ainsi, f est définie sur R?.
b. D’aprés les théorémes généraux, f est continue sur R?\{(0,0)}.

Dapres 1., pour (x,y) = (0,0), 0 < f(x,y) < X22{;,2 < % :
Ainsi, 0 < f(x,y) <2(x®+y?) —> 0.Or: f est continue en (0,0) < f(x,y) — f(0,0) =a. Donc:
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0)

f est continue en (0,0) <= a = 0. Conclusion : f est continue sur R? <= a = 0.

—y*(2x—y)

3. a. D’aprés les théoremes généraux, f est de classe C* sur R?\{(0,0)}. V(x,y) € R*\{(0,0)}, ax(x y) = nr—a)e et
2,3
ZT(X y) = 42y(x23-)_<y);—+xt/x)2y
b. Pour tout x =0, w 0 — 0, donc a’r(O 0) existe et (”(0, 0) =0.

x—0

fON-F00 _ , _, 0, donc ”f(O 0) existe et ;(0,0) =0.

Pour tout y = 0, =0 s
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c. Pour montrer que f est de classe C! sur R?, montrons que g—i et &€ sont continues sur R2. Pour cela, il suffit de

oy
montrer qu'elles sont continues en (0, 0).

V(x,y) € R\{(0,0)}, on note r = y/x2 + y2. On a alors |x| < r et |y| < r. De plus, (x,y) — (0,0) < r — 0.
D’aprés 1. et I'inégalité triangulaire,

of of ' Cx—y)| _  r*2r+r)
— - — <4 < =12r — 0.
aX (X'y) aX (O’ O)‘ (X2 +y2)2 r4 r r—0 0
of of |2y5 — 3xy* + 4x2y3| 2r5 +3r5 + 415
- _ <4 = — 0.
3y (x,y) é’ (0, O)‘ 212 s 36r s 0
Donc &L et °f sont continues en (0, 0) et par suite sur R%. Ainsi, f est de classe C* sur R?.
16
1. a. f estcontinueen (0,0) & Ve >0, 3a > 0/VY(x,y) e R? |(x,y)] <a= |f(x,y) —f(0,0)] <e. || désigne
une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R? (espace de dimension finie) .
b. f est différentiable en (0,0) «—= 3L € L¢(R?, R)/ au voisinage de (0,0), f(x,y) = f(0,0) + L(x,y) + o(||(x, ¥)|).
Remarque : Comme R? est de dimension finie, si L € £(R?,R) alors L € Lc(R?, R).
2. On notera |.| la norme euclidienne usuelle sur R?. On remarque que
¥ (x.y) € R x| < [(x.y)l et Iyl < [(x.y)l. ()
a. (x,y) = x>+ y? et (x,y) — xy(x*> — y?) sont continues sur R?\{(0,0)} et (x,y) — x2 + y? ne s’annule pas sur
R?\{(0,0)} donc, f est continue sur R2\{(0, 0)}. Continuité en (0,0) : On a, en utilisant (*) et I'inégalité triangulaire,
|f(x,y)—f(0,0)] = ‘xyxzﬂ ’ Ix|.ly| < |(x,y)|? Donc f est continue en (0, 0).
b. f est de classe C* sur R? si et seulement si O—f et (’; existent sur R? et sont continues sur R?. f admet des dérivées
partielles sur R?\{(0,0)} et elles sont contmues sur R2\{(0,0)}. De plus,
of xty +4x?y3 —y5  of x5 —4x3y? — xy*t
2 _ - = — =
¥ (xy) e RT—{(0,0)}, == (x.y) Eryr o oy X Y) AR (%)
Existence des dérivées partielles en (0,0) : V x € R*¥, w = 0, donc l@ow = 0; donc %(0,0)
existe et %(0,0) = 0. De méme, V y € R*, W = 0, donc J@OW = 0; donc g—;(0,0) existe et
%(O, 0) = 0. Continuité des dérivées partielles en (0, 0) : d'aprés () et (*x), ¥ (x,y) € R?\{(0,0)},
of 6l (x. y)|° of 6] (x. V)P
(x| < — 6yl et |2 (x| < = 6(x )l
= Tl (et 5,001 < Joeype = oIy
- of ; or ar of
Donc (x,y)lg](o,o)‘%x(x'y) =0= 5( ,0) et (x,y)lﬂq(o,o)w(x'y) =0=5,(00). Donc 2 oI oet &, sont continues en
(0,0). Conclusion : 4 et & existent et sont continues sur R?, donc f est de classe C* sur R?,
17

On commence par calculer §£(x, ) = 2x — 24y et &(x,y) = x + 2y. Les points critiques sont donc les points vérifiant :
4
2X+y =2 L1X=3
xX+2y=0 y = —§
2)_1_8_ 8,4 s
On calcule f(f,—f) =2-3_842-_¢2

Ce point est le seul candldat pour étre extremum global dans I'intérieur de I’ ensemble de deflmtlon Etudions f(x,y) + 3 pour
savoir si I'on a ici un minimum ou maximum global. On pose dans la suite x’ = x — § ety =y+ 3.
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4 4
f(x,y)+§:x2—2x+xy+y2+§
4 4 4 2 2. 4
! 2 / / ! / 2
= )2 _2 _ — -z -z —
(437 =260+ 3) 4 ()~ o)+~ 2+ 3
2 8, 16 , 8 ,, 2, 4, 8 2 4, 4 4
— 2 o =2 -z -2 - I
X +3X+9 X 3+Xy 3x+3y 9+y 3y+9+3

— XXy +y”

1. 2 2 L, "2
:E(X +y )+§(X +')
=0

Le point critique est donc un minimum global.

Cherchons a voir s'il existe un maximum global. Ona f(x,y) = x>—2x+xy+y? = (x—1)>—1+xy+y? = (x—1)2+y?+xy—1 <
1+41+0—-1=1. 0Orf(—1,0) = 1 donc c’est un majorant atteint : c'est un maximum. On peut ensuite vérifier que ce maximum
global n'est atteint qu'en ce point.

18

Calculons les dérivées partielles qui existent par théorémes généraux. %(X,y) =3x2 -3y et g—;(x,y) = 3y? — 3x. Les points
critiques sont alors définis par les équations x? = y et y? = x ce qui donne x(x — 1)(x> + x + 1) =0, donc x =0 ou x = 1 et
les couples (x,y) = (0,0) ou (x,y) = (1,1).

Or f(1,1) = =1, f(0,0) =0, f(—1,—1) = 1 (donc (0,0) n'est pas un extremum global) et f(—2, —2) = —28. DONC (1,1)
n'est pas un extremum global.

On a f(t, t) = 2t3 — 3t2 = t2(2t — 3). Le point (0,0) est un maximum local dans cette direction. Par ailleurs f(t, —t) =
t3 — t3 + 3t? = 3t2. Le point (0,0) est un minimum local dans cette direction. Donc (0, 0) n'est pas un extremum local.
Considérons maintenant le point (1,1). Posons x’ = x—lety =y —1.

F,y)+1=+1°3+ (0 +1)°*-3x+1)(y +1)+1
=xP4+3x% +3x +1+y®+3y%+3y +1-3x"y —3x' =3y —3+1
=X +3x7 +y”? +3y? —3xy

3
> X/3 + 3X/2 +y/3 + 3y/2 _ 5(X/Q +y/2)

5)
La derniére quantité est positive pour x’ > —% ety > —% : (1, 1) est donc un point de minimum local.

19

Premiere probleme de Cauchy : y(x) = cos(wx).

Deuxieéme probléme de Cauchy : y(x) = cosh(wx).

La relation demandé est une relation de trigonométrie hyperbolique classique. En sommant cosh(x +y) et cosh(x—y) on montre
que cosh est solution de (x). Il en va de méme d'ailleurs pour cos.

Soit f une solution de (x). en prenant x = y = 0 on a 2f(0) = 2f(0)? et donc f(0) € {0, 1}. Si f(0) = 0 alors en prenant y = 0
dans () on a 2f(x) = 0 pour tout x € R donc f est la fonction nulle. Concentrons nous sur f(0) = 1. On dérive par rapport
a y I'équation (x) et on prend y = 0 : f(x) — f(x) = 2f(x)f’(0) donc 2f(x)f’(0) = 0. En particulier pour x = 0 : 2f’(0) = 0
c'est-a-dire f'(0) = 0.

Soit donc f une solution C? de (*). En dérivant par rapport a y deux fois, on a f”(x + y) + f"(x — y) = 2f(x)f"(y). Puis en
prenant y = 0 : f”(x) = f(x)f”(0). On se raméne aux cas des deux premiéres questions avec w? = +f”(0) en fonction du
signe de f”(0). On en déduit que les solutions sont de la forme x — cos(wx) ou x — cosh(wx), dont on a vérifié avant qu’elles
étaient effectivement solutions.

20

1. On trouve comme solution de I'équation homogeéne sur ]0, +oo[ la droite vectorielle engendrée par x — X3 . En effet, une
primitive de x —> = sur ]0, +oo[ est x —> 3 Inx.
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2. On utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une fonction k telle que x — k(x )x% soit une solution
de I'équation compleéte (E) sur ]0, +co[. On arrive alors a 2k’(x)x3 = /X et on choisit k(x) = — 5. Les solutions de (E)
sur 10, +ao[ sont donc les fonctions x — kx3 — 1y/x avec k € R.

3. Sion cherche a prolonger les solutions de (E) sur [0, +oo[, alors le prolongement par continuité ne pose pas de probléme en
posant f(0) = 0. Par contre, aucun prolongement ne sera dérivable en O car M = k\/)?— 3R oy T Conclusion :

I'ensemble des solutions de I'équation différentielle 2xy’ — 3y = 4/x sur [0, +oo[ est I'ensemble V|de.

21
Soit f(x) = x* une solution de (Ep). Alors a(a — 1)x* + 4ax® + 2x* = (& + 3a + 2)x* = 0. On en déduit que & = —1 ou
a = —2. On obtient alors deux solutions libres : c’est une base de I'ensemble des solutions de I'équation homogéne.

Cherchons maintenant une solution de (E) y sous la forme y(x) = 2% c'est a dire z(x) = x2y(x). On a alors 2/(x) =

2xy(x) +x2y'(x) et 2"(x) = 2y(x )—|—4xy’( )+ x2y"(x). L'équation (E) devient z”(x) = ﬁ Une solution particuliére est donc

z(x) = —4+/x et donc y(x) = f
On en déduit que I'ensemble des solutions de (E) est y(x) = f +2+ 5

22

1. f est clairement linéaire.() De plus, VP € E\ {0}, deg P’ < deg P donc deg(P—P’) = deg P. Et,si P =0, alors P—P' =0
donc deg(P — P’) = deg P = —o0. On en déduit que V P € E, deg f(P) = deg P. Donc f(E) < E.() D'aprés () et (), f
est bien un endomorphisme de E.

a. Déterminons Kerf. Soit P € Kerf. f(P) = 0 donc P — P’ = 0 donc deg(P — P’) = —co. Or, d'aprés ce qui précéde,
deg(P — P') = deg P donc deg P = —oo. Donc P = 0. On en déduit que Kerf = {0}. Donc f est injectif. Or,
f e L(E) et E est de dimension finie (dim E = n+ 1) donc f est bijectif.

b. Soit e = (1, X, ..., X") la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.

1 -1 (0)

1 -
A= ] € MnJrl (R) :
(0) 1
det A =1 d'ot det A # 0. Donc f est bijectif.
2. SoitQe E.D'aprés1.:IIPe E, telque f(P)=Q.P—P =Q, PP —P" =Q',..., PN —plrtl) — Q(n Or pr+l) =,
donc, en sommant ces n + 1 égalités, P=Q + Q' + --- + Q.

3. Reprenons les notations de 1.(b). Tout revient a se demander si A est diagonalisable. Notons Pa(X) le polynéme ca-
ractéristique de A. D’aprés 1.(b), on a Pa(X) = (X — 1)"*1. Donc 1 est I'unique valeur propre de A. Ainsi, si A était
diagonalisable, alors A serait semblable a la matrice unité I,1. On aurait donc A = I,;1. Ce qui est manifestement faux
car f # Id. Donc A n'est pas diagonalisable et par conséquent, f n'est pas diagonalisable.

23
_(a b a+2c b+2d 4
1. PosonsM(C d)EMg( ). Ona f(M) = (22+4C 2b+4d).Alors/\/leKerf@E(a,b,c,d)eR tel
a b a = —2c s 5 _ (—2c -—2d
que M = <c d> avec { b o~ _od C'est-a-dire, M € Kerf < 3 (c,d) € R* tel que M = ( c d ) On

L -2 0 0 -2 -2 0 0 -2 o
endedmtqueKeerect{( 1 O>’(O 1 >}.()OnposeMl( 1 O>et/\/12<0 1 >.Dapres

(), la famille (My, M>) est génératrice de Kerf. De plus, M; et M, sont non colinéaires; donc (M, M,) est libre. Donc
(M1, My) est une base de Kerf.

2. Kerf # {0}, donc f est non injectif. Or f est un endomorphisme de M>(R) et M>(R) est de dimension finie. On en
déduit que f est non surjectif.

3. Par la formule du rang, rgf = 2. On pose M3 = f(Ey1) = ( ; 8 ) et My = f(Ezp) = ( 8 i ) M5 et M, sont non

colinéaires, donc (M3, My) est une famille libre de Imf. Comme rgf = 2, (M3, My) est une base de Imf.
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4. On a dim M5 (R) = dimKerf + dimImf.(1) Prouvons que Kerf nImf = {0}. Soit M € Kerf n Imf. D’aprés 1. et 3.,

24

25

26

2.

A(a, b, c,d) e R* tel que M = aM; + bM5 et M = cMs + dM,. On a donc

—2a = ¢

—2b = 2d
a = 2c
b = 44

On en déduit que a=b =c = d = 0. Donc M = 0. Donc Kerf nImf = {0}(2) Donc, d'aprés (1) et (2), M>(R) =
Kerf @ Imf.

. Supposons E = Imf @ Kerf. Indépendamment de I'hypothése, on peut affirmer que Imf?> < Imf () Montrons que

Imf < Imf2. Soit y € Imf. Alors, 3x € E tel que y = f(x). Or E = Imf @ Kerf, donc 3 (a, b) € E x Kerf tel que
x = f(a)+ b. On aalors y = f?(a) € Imf2. Ainsi Imf < Imf2() D'aprés () et (), Imf = Imf2.
a. OnalImf? c Imf et Kerf < Kerf2. On en déduit que Imf? = Imf <= rgf? = rgf et Kerf = Kerf? < dimKerf =

dim Kerf?. Alors, en utilisant le théoréme du rang, Imf = Imf? < rgf = rgf? < dimKerf = dimKerf? < Kerf =
Kerf2.

b. Supposons Imf = Imf?2. Soit x € Imf n Kerf. 3 a€ E tel que x = f(a) et f(x) = 0. On en déduit que ?(a) = O¢
c'est-a-dire a € Kerf2. Or, d’aprés I'hypothése et 2.(a), Kerf2 = Kerf donc a € Kerf c'est-a-dire f(a) = Og.
C'est-a-dire x = 0. Ainsi Imf n Kerf = {0g}.() De plus, d'aprés le théoréeme du rang, dimImf + dim Kerf = dim E.

0
Donc, d'apres () et (), E = Imf @ Kerf.

. D =Vect((1,2,3)). (1,2,3) ¢ P car les coordonnées du vecteur (1,2, 3) ne vérifient pas I'équation de P. Donc D n P =

{0}.() De plus, dmD +dimP =1+2 =dimR3.() D'aprés () et (), R® = P® D.

Soit u = (x, y, z) € R3. Par définition d'une projection, p(u) € P et u—p(u) € D. u— p(u) € D signifie que 3 € R tel que
u—p(u) = a(1,2,3). On en déduit que p(v) = (x—a, y—2a, z—3a).() Or p(u) € P donc (x—a)+(y—2a)+(z—3a) = 0,
c'est-a-dire @ = £(x+y+2z). Et donc, d'apres (), p(u) = £(5x—y —z, —2x+4y —2z, —3x—3y +3z). Soit € = (e, &, €3)
la base canonique de R3. Soit A la matrice de p dans la base e. On a

L[5 -1 -1
A=c|-2 4 2
-3 -3 3

On pose e; = (1,2,3), & = (1,—1,0) et & = (0,1,—1). ef est une base de D et (&}, €}) est une base de P. Or
R3 = P@® D donc € = (e, €5, €}) est une base de R3. De plus €] € D donc p(e]) = 0. € € P et €, € P donc p(e}) = €}
et p(e}) = €. Ainsi,

0 00
M(p,e)=10 1 0
0 0 1

. Par linéarité de I'évaluation P +— P(a) (ol a est un scalaire fixé), ® est linéaire.

Soit P e Ky[X] tel que ¢(P) = 0. Alors P(a1) = P(a2) = P(as) = 0, donc P admet trois racines distinctes. Or P est de
degré inférieur ou égal a 2; donc P est nul. Ainsi, Ker(®) = {0} i.e. ® est injective.

Enfin, dim (K»[X]) = dim (K®) = 3 donc ® est bijective.

Par conséquent, ® est un isomorphisme d'espaces vectoriels de K, [X] dans K3.

a. & est un isomorphisme donc I'image réciproque d'une base est une base.

Ainsi, (L1, Lo, L3) est une base de K[ X].
b. L1 € Ro[X] et vérifie ®(L1) = (1,0,0) i.e. (L1(ar1), L1(a2), L1(a3)) = (1,0,0).
Donc, comme a; et a3 sont distincts, (X —ax)(X—asz) |L1. OrdegL; < 2, donc 3k € K tel que L1 = k(X —az)(X—a3).
X—az)(X—
La valeur Li(a;) = 1 donne k = m Donc L, = %

(X—a1)(X—an)
(a3—a1)(as—az)

(X—a1)(X—a3)

Un raisonnement analogue donne L, = (32—a1) (523

et L3=

10
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3. (L1, L, L3) base de Ky[X] donc 3(A1, Ao, A3) € K2 tel que P = ALy + Xals + Asls. Par construction, V(i,j) €
{1,2,3}2, L,-(aj) = 5,‘_/' donc P(aj) = >\j. Ainsi, P = P(al)Ll + P(QQ)LQ + P(a3)L3.

4. Onpose a; =0, a = 1 et a3 = 2. Ces trois réels sont bien distincts. On cherche P € R,[X] tel que (P(al), P(a2), P(a3)) =
(1,3,1).
Par bijectivité de ® et d'aprés 3. , I'unique solution est le polyndme P = 1.L; +3.L> + 1.L3. Ona Ly =
Ly =22 ep 5= XKD Donc P = —2X2 44X + 1.

(X=1)(X=2)
2 ’

27

On a dim(P) + dim(D) =3. Soit ue Dn P. ue D, donc u = (2X,2\,1). u€ P donc 2X —4X 4+ 3\ = 0 cad A = 0. Ainsi les
deux espaces sont bien supplémentaires.

Les deux vecteurs u = (2,1,0) et v = (3,0, —1) forment une base de P, et le vecteur w = (2,2,1) forme une base de D.

1 00
Notons p le projecteur et s la symétrie. La matrice de p dans la base (u,v,w) est A= |0 1 0] et la matrice de s est
O 0 0
1 0 0 2
0 1 O |. La matrice de passage de la base canonique vers cette base est P = 2) Pour avoir la matrice de p
0 0 -1 —1 1

dans la base canonique on fait PAP~!. On laisse les calculs & la bonne volonté du Iecteur.

28| Soit f un endomorphisme de E. Supposons que Ker(f) + Im(f) = E. On sait déja que Im(f2) < Im(f). Soit y € Im(f),
posons y = f(xp) et Xop = Xk +X; avec xx € Ker(f) et x; € Im(f). Posons alors x; = f(z). Ona:y = f(xk+x1) = f(xk)+f(x) =
0+ f(f(2)) € Im(£?). Donc Im(f) < Im(f?) et ainsi Im(f) = Im(f?).

Réciproquement, si Im(f2) = Im(f), on sait que Ker(f) +Im(f) = E. C'est I'inclusion réciproque qui nous intéresse. Soit x € E,
on a f(x) € Im(f) et donc f(x) € Im 2. On en déduit qu'il existe z € E tel que f(x) = f?(z). Posons y = x — f(z), alors
f(y) = f(x) — f?(z) = 0. Donc y € Ker f. On en déduit x = y + f(z) € Ker f + Imf et donc E = Ker f + Im .

29

1. a. Soit E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (| ). On pose V¥ x € E, ||x|| = 1/(x]x).

Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(x,y) € E2, | (x|y)| < ||x]||ly|| Preuve : Soit (x,y) € E2. Posons VA € R, P(\) =
[[x + Ay|[>. On remarque que YA € R, P(\) = 0. De plus, P(A) = (x + Ay|x 4+ Ay). Donc, par bilinéarité et symétrie
de (1), PN = |ly|PA% + 2X (x]y) + ||x]|?>. On remarque que P(X) est un trinéme en X si et seulement si ||y||? # 0.
Premier cas : si y = 0 Alors | (x]y) | = 0 et ||x|| ||ly|]| = 0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxieme cas : y # 0 Alors ||y|| = v/(¥|y) # 0 car y # 0 et (|) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trinéme du second degré en A qui est positif ou nul. On en déduit que le discriminant réduit A est
négatif ou nul. Or A = (x]y)? — ||x|[?/Iy|? donc (x|y)* < [Ix|Ply|[%. Et donc, | (x|y) | < |[xI||IyIl-

b. On reprend les notations de 1. . Prouvons que V(x, y) € E2, | (x|y) | = ||x|||ly|| == x et y sont colinéaires. Supposons
que | (xy) | = [IxI/ Iyl
Premier cas : si y = 0 Alors x et y sont colinéaires.
Deuxiéme cas : si y # 0 Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double Xg. C'est-a-dire
P(Xo) = 0 et comme (| ) est définie positive, alors x + Agy = 0. Donc x et y sont colinéaires.
Supposons que x et y soient colinéaires. Alors 3 a € R tel que x = ay ou y = ax. Supposons par exemple que
x = ay (raisonnement similaire pour l'autre cas). | (x|y)| = |a|.| (vy)| = la||ly|]? et [Ix|||ly]| = /(x|x)|ly]| =
A o2(yy)llyll = |el.]ly]|>. Donc, on a bien I'égalité.

b
2. On considére le produit scalaire classique sur C([a, b],R) défini par : ¥(f,g) € C([a, b] . R), (flg) = J f(t)g(t)dt.

a

b boq
On pose A = {J f(t)dt XJ %dt, fe E}. Ac R A # @ car (b—a)? e A ( valeur obtenue pour la fonction
a a

b b

1 . .

t—— 1de E). De plus, V f € E,J f(t)dt x f mdt > 0 donc A est minorée par 0. On en déduit que A admet
a a

2
une borne inférieure et on pose m = inf A. Soit f € E. On considére la quantité (J A/ f it )dt) . D'une part,

b 2
J 1dt> = (b—a)?. D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit

(i) -(

11
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30

31

32

1 1 1
. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne f Vxe X dx < \/f de\/J e X dx =
0 0 0

2 b b b boq
<J f(t)dtf ——dt. On en déduit quereE,J f(t)dtf ——dt >

b
scalaire (|) on obtient : (L m\/%dt> < D , 0

b b
1
(b—a)?. Donc m = (b— a)?. Et, si on considére la fonction f : t — 1 de E, alors J f(t)dtf mdt = (b—a)?. Donc
a a
m = (b— a)?.

.Ona

Ac (Ah)T (*)
En effet, Yx e A Yy € AL (x | y) = 0. C'est-a-dire, Y x € A, x € (A+)-. Comme E est un espace euclidien, £ = A@® A+
donc dimA = n— dim A+. De méme, E = AL @ (AL)l donc dim (AL)L = n—dimAL. Donc
dim (AY)" = dim A. (+%)
D’apres (x) et (x*), (AL)l = A

a. Procédons par double inclusion. Prouvons que FX n GL < (F + G)*. Soit x € F- A G+. Soit y € F + G . Alors
3(f,g)e FxGtelquey=Ff+g (x|y)= (x]|f) + (x|]g) =0.DoncVye(F+G), (x]|y)=0.Donc
—— —

car feFetxeFL cargeGetxeGL
x € (F+G)*. Prouvons que (F + G)" « FL A GL. Soit xe (F+G)*. Vye F,ona(x|y)=0carye Fc F+G.
Donc x € F+. De méme, Vze G,ona (x| z)=0carze G < F+G. Donc x € G1. On en déduit que x e F- n G*.
Finalement, par double inclusion, (F + G)L =FL Gt

b. D’aprés 2.(a), appliquée a FLeta Gt ona (F- + GL)L = (Fl)Lm(GL)l. Donc, d'apres 1., (F + Gl)L = FnG.
L
Donc ((FL + GL)L) = (F n G)*. Cest-a-dire, en utilisant 1. a nouveau, FL + G+ = (F n G)™.

b X

. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R telle que | h(x)dx = 0. On pose Vx € [a, b], F(x) = J h(t)dt.

h est continue sur [a, b] donc F est dérivable sur [a, b]. De plus, Vxe [a, b], F'(x) = h(x). Or h est positive sur [a, b]
donc F est croissante sur [a, b].() Or F(a) = O et, par hypothése, F(b) = 0. C'est-a-dire F(a) = F(b).() D'apres () et
(), F est constante sur [a, b]. Donc V x € [a, b], F/(x) = 0. C'est-a-dire, V x € [a, b], h(x) = 0.

b

. Onpose Y(f, g) € E2, (flg) = J- f(x)g(x)dx. Par linéarité de I'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.

a
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique. On en déduit que ( | ) est une forme bilinéaire symétrique.() Soit

b
fekE. (fIf) = f f2(x)dx. Or x — f2(x) est positive sur [a, b] et a < b donc (f|f) = 0. Donc (| ) est positive.() Soit

a
b
f € E telle que (f|f) = 0. Alors f f2(x)dx = 0. Or x — f2(x) est positive et continue sur [a, b] . Donc, d'aprés 1., f
est nulle sur [a, b] . Donc (| ) est adéfinie.() D'aprés (), () et (), (]) est un produit scalaire sur E.

VvV1—e2
—

2T
. On pose Y (f,g) € E2, (f|g) = %J f(t)g(t)dt. Par linéarité de I'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére va-
0

riable. Par commutativité du produit sur R, (| ) est symétrique. On en déduit que ( | ) est une forme bilinéaire symétrique.()
27

Soit f € E. (f|f) = &= f2(t)dt. Or t — f2(t) est positive sur [0,27] et 0 < 2, donc (f|f) = 0. Donc (|) est
0
2m
positive.() Soit f € E telle que (f|f) = 0. Alors J f2(t)dt = 0. Or t — f2(t) est positive et continue sur [0, 27].

0
Donc, f est nulle sur [0, 27]. Or f est 2w-périodique donc f = 0. Donc (| ) est définie.() D'aprés (), () et (), (]) est un
produit scalaire sur E.

12
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33

34

35

. On a immédiatement F = Vect(lp, K) avec K = <

. On pose E = M>(R). Pour A = (c

. On aVx € Rsin”x = £ — Lcos(2x). x —> —2%cos(2x)e F. De plus, si on note h I'application x ~— %, (h|f) =
2m 2m
= cosxdx = 0 et ( h|g = cos(2x)dx = 0 donc h € F* (car F = Vect(f, g)). On en déduit que le projeté
0 0

orthogonal de u sur F est x — —% cos

0 1

1 0 ) . On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel

de MQ(R).

F = Vect(lp, K) donc (I, K) est une famille génératrice de F. De plus, | et K sont non colinéaires donc la famille (5, K)
est libre. On en déduit que (o, K) est une base de F.

Soit M = (i Z) € M5 (R). Comme (I, K) est une base de F, M e F+ < (M, 1,) = 0 et (M, K) = 0. C'est-a-dire,
MeF+ <= a+d=0etb—c=0. Ouencore, Me F: «— d = —aet c = b. On en déduit que F+ = Vect (A, B)

avec A = < (l) _01 ) et B = < (1) é ) (A, B) est une famille libre et génératrice de F+ donc (A, B) est une base de
Ft

10

On note d(J, F) la distance de J a F. D'apres le cours, d(J, F) = ||J — pr(J)|| ot px(J) désigne le projeté orthogonal
de J sur F. On peut écrire a nouveau que J = |, + B avec I, € F et B € F+. Donc pr(J) = lo. On en déduit que
d(J,F) = lJ = pr()l = [IlJ =Ll = [|B]| = V2.

. . 1
On peut écrire J = |, + B avec |, € F et B e F+. Donc le projeté orthogonal de J sur F+ est B = (O >

a b /! a/ bl / / / / / H
eEet A= o o € E, on pose (A|A) = aa’ + bb' + cc’ + dd’. Soit

/ / " "
A_<i Z)EE'A/_<i/ Z/)EE,B—(?, Z,/)EE.SOitaER.

/ _ a + a/ b + b/ a// b” _ / " / /" / 1" /! "
(A+A|B)_(<C+C, did | o g =(a+a)a" +(b+b)b"+(c+ )"+ (d+d)d".

Donc
(A+A'IB) = (ad" + bb" + cc” +dd") + (d'a" + b'b" + c'c" + d'd") = (AIB) + (A'|B).

/! 1
(aA|B) = ((zi 23) | (i,, Z,,)) = aad” + abb” + acc” + add” = a (A|B).

On en déduit que (. |.) est linéaire par rapport a sa premiére variable. De plus, par commutativité du produit sur R, (.].)
. S : . b

est symétrique. Donc (.| .) est une forme bilinéaire et symétrique.() Soit A = (i d) € E.(AJA) = a>+b%+c2+d? = 0.

b

d

somme de termes tous positifs, on en déduit que a= b= c = d =0 donc A= 0. Donc (.|.) est définie, et (.|.) est un
produit scalaire sur E.

Donc (.| .) est positive.() Soit A = (i ) € E telle que (AJA) = 0. Alors a? + b? + ¢2 + d? = 0. Comme il s’agit d'une

(1 0 (1 0 0 O 1 0 0 O 1
'A_<—1 2>.OnaA—<0 2)+(_1 O)'(O 2>€Fet<_1 O>€F car

V(. b, d) € R, ((_01 8)'(8 2>>_o.

. : . 1 o
On en déduit que le projeté orthogonal, noté pe(A), de A sur F est la matrice (0 (2)) Ainsi,

d(A F) = [|A—=pr(A “_H( 1 0)’_1

13
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1. {,) est linéaire par rapport a sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et par distributivité de
la multiplication par rapport a I'addition dans E. De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :
V(A B) € E2(A,B) = tr(*AB) = tr(*(*AB)) = tr(*BA) = (B, A). Donc { > est symétrique. On en déduit que (,) est

n n

bilinaire et symetrique.(1) Soit A = (A;;),_ _ € E. (A, A) = tr(*AA) Z TAA) = Z Z(fA),,kAk,,- = YDA
=1 i=1 k=1 i=1 k=1
donc (A, A>>0

n n
Donc {, ) est positive. (2) Soit A = (A,-,J-)KW” € E telle que (A, A) = 0. Alors 2 Z A2 =0.0r,Vie[l, n] Yke[1,n],
i=1k=1
A% = 0.DoncVie [1,n], Vk € [1,n], Ax; = 0. Donc A = 0. Donc (, ) est définie.(3) D'apreés (1),(2) et (3), {,) est un
produit scalaire sur E.

Remarque /'mportante . Soit (A,B) € E2. On pose A = (A"J)1<u<n et B = (Bi'j)1</1<n' Alors (A, B) = tr(*AB) =

n n

n
Z ("AB);, Z Z (*A). «Bri= Z Z Ak.iBk.i . Donc () est le produit scalaire canonique sur E.
i=1 =1 k=1 iZ1k=1

2. a Soit Me S,(R)n A,(R). alors 'M = M et 'M = —M donc M = —M et M = 0. Donc S,(R) n A,(R) = {0}.(1) Soit
M e E. Posons S = MM e A = M=M t("”%”‘”) =I(M+ (M) =% (M + M) =5,

donc S € S,(R). T A = t("”;"”) = (M —1(M)) = 3 (‘"M — M) = —A, donc A € Ay(R). On en déduit que
E = S,(R) + Ay(R).(2) D'aprés (1) et (2), E = Sp(R) @ An(R).
Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que E = S,(R) @ A, (R).

b. Prouvons que S,(R) < A,(R)L. Soit S € S,(R). Prouvons que V A € A,(R), (S,A) = 0. Soit A € A,(R).
(§,A) = tr(*fSA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—'AS) = —tr(fAS) = —(A,S) = — (S5, A). Donc 2(5,A) = 0 soit
(S,A) = 0. On en déduit que S,(R) = A,(R)*+ (1) De plus, dim A,(R)* = n? — dim A,(R). Or, d'aprés 2.(a),
E = S,(R) ® A,(R) donc dim S,(R) = n? — dim A,(R). On en déduit que dim S,(R) = dim A,(R)*.(2) D'apres (1)
et (2), Sh(R) = A,(R)*.

c. On introduit la base canonique de M,(R) en posant : Vi € [1,n], ¥j € [1.n], Ei; = (ekv,)lgk‘lsn
{ é :nl;n: retl=y On a alors F = Vect(E11, Ezo, ..., Epn). Soit M = (m,-,j)1<u<n € E. Alors, en utilisant la

remarque importante de la question 1., M € F+ <= Vi e [1,n], (M ,E;;) = 0 <= Vi € [1,n], m;; = 0. Donc

avec €, =

FL = Vect (E,"j telles que (i,j) € [1, n]* et i #j). En d'autres termes, F* est I'ensemble des matrices comprenant
des zéros sur la diagonale.

36
D’apres le cours, p(x) =< x|u > u.

Un vecteur orthogonal a ce plan est (1, -2, 1) de norme 4/6 : on pose u = L

(1,—2,1). Notons p la projection orthogonale sur

V6

u. Alors g = id —p. Or : p(e1) =< e1ju > u = %u, ple) =< eslu > u = —\%u et p(e3) =< e3lu > u = %u. On a donc

1 -2 1 5 2 -1
mat(p) =¢ [ -2 4 —2). Onen déduit mat(q) = I3 —mat(p) =% | 2 2 2

1 -2 1 -1 2 5
37

n

Posons ¢(x) = x + Z(X|e,-)u,. @ est évidemment une application linéaire de E dans E. On remarque que pour k € {1, ..., n},

i=1
p(ex) = ex + uk. Ainsi la famille des e, + vk est une base si et seulement si ¢ est injective.
n

Soit x € ker . On a alors x = *Z(X|e,-)u,-. On a alors :
i=1

n n
1 |1
x| < X |(xlen)|[uil] < gZI(XIef)! || IVn < W
i=1 i=1
Or n > 1 a priori donc ||x|| = 0. On en déduit que ¢ est injective, c'est un endomorphisme donc un automorphisme : I'image
d'une base est une base, donc (e; + t, .. ., en + Up) est une base.

38

14
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. L . K+l
la fonction x — % est décroissante. On a donc de facon assez classique § %dx <L

. vk
a 2n, on obtient :
2n 2n 2n—1 1
—dx < J —dx
J;7+1 VX Z n VX

k=n+

<, J=dx. En sommant de n +1

Or
Jnfdx—Q(\ﬁ\/ﬁ)—%f\@ - ~2f (vV2-1)
et 1

) IX—Q(\/Zn— _\F)_zf(F_nQ\f(ﬁ—l).

Par conservation de I'équivalent par encadrement, Y37 f ~24/n(v/2 - 1).
par les sommes de Riemann, on a :

D I IR R
o i Vk+n M\ 1+ & n:«/l—kf

1 p—
\/7
Or par somme de Riemann, 1 %, \/7 — b —A_dx = 2(v/2 — 1). On en deéduit que 337 ., Tz ~2v/n(v2-1).

39
Posons u = tan(x), on a du = (1 + u?)dx. Appliquons ce changement de variable :

1 un+l 1 2 1 un+2
= + du
n+11+u?|y n+1Jy (1+u?)?
Or o 1“;:; sdu < So (1+u2)2 du ce qui assure la convergence de tous les termes vers 0. Ainsi /, converge vers 0.

On essaye d'obtenir une relation de récurrence sur /,

s

I+ lhyo = L4 (tanx)"(1 + tan®(x))dx = [rHl- 1(tan x)’”’l]; = ni .
On doit maintenant utiliser la question précédente. On peut remarquer que T1+1 = Ilap + lonyo et donc Zn 0 2,7_131"
SN (1) (an+ loni2) = lo+ o —lo —la+ I+l — -+ (=1)NoN + (=1)Nlonyo = lo + (=1)Vlanyo. Par ailleurs loyyo — 0
done 3% S =l = §
Enfin, /, est positive, décroissante et converge vers 0. D'aprés le CSSA, > (—1)"/, converge. Or on remarque >,(—=1)"/, =
lo—1+1o— I3+ 14— lo+ o) + (/4+/6) oo (4 13) = (Is+I7) — ... et donc 2372 (= 1), = Ip — I + 3%, =2 -

=
T 1@ +n(2) = I+ Lin(2). Dob $i%(-1), = £ + Lin(2).

40
1. Soit z un complexe non nul. Posons z = x + iy avec x et y réels. Un argument de z est un réel 9 tel que |§

p=e
|z] = /X% + y2.

2. z = 0 n'est pas solution de I'équation z" = 1. Les complexes solutions s'écriront donc sous la forme z = rel® avec r > 0 et

6 avec

rm=1 r=1
feR.Onaz"=1 < et — et Les réels 25T, pour k € [0, n— 1], sont deux a deux
nd =0 mod 27 Q:Q“T”aveckeZ
.o 2k [O, 27‘(‘[ —> (C - . i2km . .
distincts et V k € [0, n — 1], =F € [0, 2n[. Or 9 ot est injective. Donc, {e » avec k € [0,n— 1]}} est constitué

de n solutions distinctes de I'équation z”7 = 1. Les solutions de I'équation z"” = 1 étant également racines du polynéme X" — 1,
il ne peut y en avoir d'autres. Finalement, I'ensemble des solutions de I'équation z7 = 1 est S = {e% avec k € [0, n — 1]]}

15
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3. z = i n’étant pas solution de I'équation (z +1)" = (z —i)",

(z+01)" = (z—1)" > (Lﬂ)":1

zZ—I

— 3Jke[0,n—1]tel que ZH — &

i2km

< Jke[0,n—1]tel quez(l—e'zn ) = <1+e'2ﬁ7‘)

En remarquant que z (1 — eQ:”) = —i (1 + e%> n'admet pas de solution pour k = 0, on en déduit que :

i2km
z4+)"=(z—1)" = er[[ln—l]]telquez—le,z’;ﬁrl

En écrivant ok N .
e +e 2cos (47) cos (£T)
I 7!'7 = | 1K IKTT = I = . !
e _ 1 el i 2isin (47) sin (47)
on voit que les solutions sont des réels. On pouvait aussi voir que si z est solution de I'équation (z +1)" = (z —1i)" alors
|z +i| = |z —i| et donc le point d'affixe z appartient a la médiatrice de [A, B], A et B étant les points d'affixes respectives i et

—i, c'est-a-dire a la droite des réels.

41
1.2k 1=eF —1=¢" (eikTw - e*i%) — e 2isin (5Z) c'est-a-dire z¥ — 1 = 2sin (£Z) el +3)

km
n

Pourke [1,n—1], ona0 < £% <, donc sin (%) > 0. Donc le module de z* — 1 est 2 sin (
—1est k—”+2

) et un argument de

n—1
kT
2. Onremarque que pour k = 0, |Zk—1| = 0etsin (T”) = 0. Donc d'aprés la question précédente,ona S =2 Z sin ( ; ) .

k=0

n—1 .
. . . . | kT s AT
S est donc la partie imaginaire de T = 22 en.Or,commeen # 1, onaT = 211 £ = - 4‘1 Or1—¢en =
—en en

k=0

. -1\' —l55 H . . . . .

ez (e7'7 —e'7) = —2ie'7 sin (£). On en déduit que T = -2 2" = Sm2ﬂ i e7'z:. En isolant la partie imaginaire de T,

2n

et comme cos (££) # 0 (n > 2), on en déduit que S = W

42

pour I'équation z" = e/™3 on doit se ramener a une équation de la forme Z" = 1. On pose donc ici Z = ﬁ et on a donc
. : : : 1+6k
Z € U,. Les solutions sont donc Z = e2km/n et 7 = g2ikm/n+im/(3n) — gim=5=

Pour la seconde équation, on note que zel et z # —1, on pose Z = (Z+1) et I'équation est équivalente 3 72— Z +1 = 0 dont

. P +1+6k
les racines sont M et™3 On en déduit que &1 = ™5
zl_ _e+1_2C05’_ i
Or si &= ,alors z = =55 = 2mt = Tl
Dans le cas qui nous intéresse, on a donc les solutions : ———— pour k€ {0,...,n—1}.
tan %w

43

La premiére question est triviale.

OnaApt1 +iBpy1 = (3+4i)(Ay+iBp) = (3A, —4B,) +i(3B, + 4A,).

On montre facilement par récurrence grace a la relation précédente que A, et B, sont des entiers.

On montre les histoires de restes par récurrence aussi.

La derniére question est plus intéressante : le complexe ( est dans U. Montrons que pour tout entier n, (3%‘“)” # 1.
On s’interesse pour cela a la valeur de B, : B, est un entier dont le reste modulo 5 est 4 : B, ne peut donc pas é&tre nul. Or

(3" = 22 4 B2 donc (3EH)" # 1.

44
On passe en complexes en remplagant cos(kx) par elkx,

16
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M:

(Z) e/'kx _ (1 + ei><)n

x
Il
o

Et ainsi Y5, (}) cos(kx) = 2" cos(%) cos"(%).

45
n P(k)<a)
1L a P(X)=), (X - a)k.
k=0
b.
a est une racine d'ordre r de P <= IQeR, ,[X] tel que Q(a) #0et P=(X—-2a)"Q

n
— I (qo, - -, Gn—r) ER"™"ltel que o #0 et P = Z g (X —a™
i=0
n
— I(qo, ..., Gn—r) ER"™ltel que gp #0 et P = Z Gr—r (X — a)k
k=r

D’aprés la formule de Taylor (rappelée ci-dessus) et I'unicité de la décomposition de P dans la base

de R,[X] il vient enfin :

a est une racine d'ordre r de P <= Yk € {0, ..., r—1} PW(a)=0et P (a)#0

2. D'aprés la question précédente,

1 est racine double de P = X° + aX? + bX <= P(1)=P' (1) =0et P"(1) #0

l+a+b=0
— 542a+b=0

20+2a#0
— a=—-4etb=3

On obtient X® —4X? +3X = X(X —1)?(X2+2X +3) et c'est la factorisation cherchée car le discriminant de X? +2X +3
est strictement négatif.

46
1. L'application
u: R,X] — R!
P = (P(ao).P(a1), -, P(an))
est linéaire. Montrons que Keru = {0} .
Si P € Keru, alors P(ag) = P(a1) = --- = P(a,) = 0 et le polynéme P, de degré inférieur ou égal a n, admet n + 1

racines distinctes. Donc P = 0. Ainsi u est injective et comme dimR,[X] = n+ 1 = dimR™?! | y est un isomorphisme
d'espaces vectoriels.

Enfin les conditions recherchées sont équivalentes a : P e R,[X] et u(P) = (bo, ..., b) .
La bijectivité de u dit que ce probléme admet une unique solution P et ona P = u=t ((by, ..., bp)).
2. Pour ce choix de bg, by, -, b, le polyndme L vérifie les conditions :
. 0 si i#k
deg Ly < netVie]0, n], Lk(a,)—{ 1 s -k

17
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i=0
i#k
n
X — a;
Le=11
i—g 9k —di
i#k

n

3. Soit p € [0, n]). Les polynémes Z ay Ly et XP vérifient les mémes conditions d'interpolation :
k=0

degP <n et Vie{0,---,n} P(a)=2a’

1

Par 'unicité vue en premiére question, on a Z aply = XP.
k=0

47

Les racines de P sont les w — 1 avec w € U,,. Or e?*™/" — 1 = 2™/ sin(kmn).
OrP=(X+1)"—1=>7 ()X —1=XX;_; (})X*1. Les racines de second membre sont donc les 2ie’s™/"sin(k/n)
pour k € {1...n— 1} : le produit des racines se lit sur le coefficient de degré 0 avec un coefficient multiplicatif de (—1)"~! :

n—1 n—1 n—1
(-1t = n2/e’k"/”sin(k7r/n) = (2" Hsin(/ﬂr/n)e’zﬂ; km/n — (24)"1 1_[sin(/<7r/n)e"”("’l)”/z7
k=1 k=1 k=1
n—1 n—1
= (2)" [ [sin(km/n)e’"=D7/2 = (—2)=* [ [ sin(km/n)
k=1 k=1

On en déduit : [T;_7 sin(km/n) = 5.

48| Tout d'abord on a évdemment les relations : (i) = (ii) et (i) = (iii) ainsi que (i/) = (iii). Nous allons montrer que
(if) = (i) et que (iif) = (/). Commengons par faire une remarque plutét simple & démontrer : on a pour tout p € Z, Hi(p) € Z
avec en particulier Hx(k) = 1. De plus, (1, Hy, ..., Hy) étant une famille de n + 1 éléments échelonnés de Q,[X], cette famille
est une base de Q,[X].

Supposons (/i) vraie, alors en écrivant P = goHo + q1H1 + ... goH,, on obtient le systéme :

'D(O) = Qo
P(1) = qoHo(1) + q1H1(1)

P(n) = qoHo(n) + qiH1(n) + -+ + goHn(n)
systéme qui nous permet d'assurer que les g; sont des entiers.
Soit maintenant un entier g quelconque, alors P(i) = goHo(f) + g1 H1(i) + -+ + goHx(i) qui est une somme d’entier et ainsi
P(i) € Z. Ainsi (ii) = (i).
Montrons maintenant que (iii) = (i). Pour cela, posons Q(X) = P(X+m). On a donc pour k € {0, ... n}, Q(k) = P(m+k) € Z.
Alors d'apres le cas précédent, on peut en déduire que Q(Z) < Z. Soit alors k € Z, P(k) = Q(k — m). Or k — m € Z donc
Q(k — m) e Z. Ainsi P(k) € Z et on en déduit que P(Z) c Z.
On a donc bien équivalence entre les trois propriétés.

49

1. Soit (22, A, P) un espace probabilisé. Soit B un événement de probabilité non nulle et (A;),c, un systéme complet d’évé-
P(Ay,)Pa, (B)

) ZP(AI)'DA,(B).

i€l

nements de probabilités non nulles. Alors, ¥ iy € I, Pg(A;)
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P(ﬁ’(og)s) = (A’O)PA"(B) (1) Or (Aj);, un systéme complet d'événements donc P(B) = Z P(Ain B).

i€l

Preuve : Pg(A;) =

Donc P(B) = Z P(Ai)Pa,(B).(2). (1) et (2) donnent le résultat souhaité.
i€l
a. On tire au hasard un dé parmi les 100 dés. Notons 7 I'événement : “le dé choisi est pipg”. Notons A I'événement :
“On obtient le chiffre 6 lors du lancer”. On demande de calculer PA(T). Le systéme (T, T) est un systéme complet

d’événements de probabilités non nulles. On a d'ailleurs, P(T) = 35 = % et donc P(T) = 3. Alors, d’apreés la formule
de Bayes, on a :
_ P(T)Pr(A) _ i%3 _ 1
PA(T)—P = T 1,1,1.3 75
T(AP(T) + Pr(AP(T) 5 x5+ %3

b. Soit n € N*. On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés. V k € [1, n], on note A, I'événement “ on obtient le

N n JR—
chiffre 6 au k'*™¢ lancer”. On pose A = () Ax. On nous demande de calculer p, = Pa(T). Le systéeme (T, T) est un

k=1
systéme complet d’événements de probabilités non nulles. On a d'ailleurs, P(T) = 2 = I et donc P(T) = 3. Alors

d'aprés la formule de Bayes, on a :

P(T
o PA(T) — (DPr(A)
Pr(A)P(T) + P=(A)P (T)
1 1 n
ZX(E) _ 1
POne P T T (T T T

c. YVneN* p, = ﬁ Donc “Toc pn = 1. Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on

3n—1 n—

n'obtient que des 6 sur ces lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.

. Notons U; I'événement le premier tirage se fait dans I'urne U;. Notons U, I'événement le premier tirage se fait dans I'urne

Us. (Ui, Up) est un systéme complet d'événements. Donc d'aprés la formule des probabilités totales,

p1 = P(Bl) = PUI(Bl)ID(Ul) + Puz(Bl)P(UQ).

Donc py = 2 x 3 +2 x1 =1 Onadoncp =i.

. Soit ne N*. (B, ET) est un systéme complet d’événements. Donc, d'aprés la formule des probab|||tes totales, P(Bpt1) =
Psg,(Bn+1)P(Bn) + ( 2+1)P(B,). Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a p,1 = 5p,, 7(1 pn). Donc,
VneN* py,1 = 35,Dn
VneN* p,i1 = —%pn + %. Donc (pn)nen+ €st une suite arithmético-géométrique. On résout I'équation / = —%/ + %
et on trouve / = @ On considére alors la suite (Uy)pen+ définie par : V ne N* | u, = pn — 1. (Up)nen= est géométrique
de raison —== donc YV n e N¥, = (73%)1”_1 u1. Orup = p1— 1 = % — 421*(1) = 1435 On en déduit que, V n € N*,

>
Pn = Un + /, c est—a—d|re Pn = —14% (-2)" "+ 2.

. On note F = {(A B)e (P(E))? JAc B}. Soit p € [1,n]. On pose F, = {(A B) e (P(E))* /Ac BetcardB = p}.

Pour une partie B a p éléments donnée, le nombre de parties A de E telles que A < B est card P(B) = 2P. De plus, on a

n
(g) possibilités pour choisir une partie B de E a p éléments. On en déduit que : Vp € [0, n], card F, = (;)2". OrF=JF,
p=0

L n , N A
avec Fg, F1, ..., F, deux a deux disjoints. Donc a = card F = Z card Fp, = Z < )2" = 3", d’aprés le binébme de Newton.
p=0
Conclusion : a = 3". Autre méthode : Le raisonnement suwant (corrigé non détaillé) permet également de répondre a la

question 1. Notons encore F = {(A, B)e (P(E))> /Ac B}. A tout couple (A, B) de F, on peut associer |'application
E — {1,2,3)

. _ ] 1 si XeA . o
pa g définie par : pap : Y > s x¢AetxcB On note A (E, {1, 2, 3}) I'ensemble des applications de
3 si x¢ B

— A(E,{1,2,3})

E dans {1, 2, 3}. Alors I'application © :
{ } pp (AB) — s

est bijective. Le résultat en découle.
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2. {(A, B)e (P(E))? /AnB = @} - {(A, B)e (P(E))? /Ac E}.
Or card {(A, B)e (P(E)? /Ac E} — card {(AB)e (P(E) /A CE}
— card {(A.C)e (P(E))? /Ac C}
= a.
Donc b = a.

3. Compter tous les triplets (A, B, C) tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et tels que Au B u C = E revient a
compter tous les couples (A, B) tels que An B = @ car, alors, C est obligatoirement égal a A u B. En d'autres termes,

¢ = card {(A, B)e (P(E)? /AnB = @} —b=3"

52

1. a. L'expérience est la suivante : I'épreuve "le tirage d’une boule dans I'urne" est répétée 5 fois. Comme les tirages se
font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes. Chaque épreuve n'a que deux issues possibles : le joueur tire une
boule blanche (succés avec la probabilité p = % = %) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité %)
La variable X considérée représente donc le nombre de succés au cours de |'expérience et suit donc une loi binomiale
de paramétre (5, 1). C'est-a-dire X(Q2) = [0,5] et : ¥k € [0,5], P(X = k) = (})(£)*(£)>~*. Donc, d'aprés le cours,
E(X)=5x¢=1letV(X)=5x¢x(1-2)=%=0.8.
b. D’apres les hypothéses, ona Y = 2X—3(5—X), c'est-a-dire Y = 5X—15. On en déduit que Y(2) = {5k — 15 avec k € [0, 5]}
.EtonaVkel[0,5], P(Y =5k —15) = P(X = k) = (})(£)"(£)>%. ¥ = 5X — 15, donc E(Y)) = 5E(X) — 15 =
5— 15 = —10. De méme, Y = 5X — 15, donc V(Y) = 25V/(X) = 25 x & = 20.
2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.

a. Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans I'urne en une seule fois
au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X. X(Q2) = [0, 2]. Notons A I'ensemble
dont les éléments sont les 10 boules initialement dans I'urne. Q est constitué de toutes les parties a 5 éléments de

10 . . . .
A. Donc cardQ = (5 > Soit k € [0, 2]. L'événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et
) possibilités

. 2 .. . 8
(5 — k) boules noires dans I'urne. Il a donc (k) possibilités pour le choix des boules blanches et (5 ok

pour le choix des boules noires. Donc :

v ke [0.2], P(sz):W.
(<)

b. On a toujours Y = 5X — 15. On en déduit que Y (Q2) = {5k — 15avec k€ [0,2]} . Eton a

V ke [o,2], P(Y—5k—15)—P(X—k)—(/2<>X(58k).

(5)

1. L'expérience est la suivante : I'épreuve de |'appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est répétée n fois et
ces n épreuves sont mutuellement indépendantes. De plus, chaque épreuve n'a que deux issues possibles : le correspondant
est joint avec la probabilité p (succés) ou le correspondant n'est pas joint avec la probabilité 1 — p (échec). La variable X
considérée représente le nombre de succés et suit donc une loi binémiale de paramétres (n, p). C'est-a-dire X(2) = [0, n]

et Yk e [0,n] P(X = k) = (Z) pF(1 — p)r k.

2. a. Soit i € [0, n]). Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde série d'appels

et donc :
n—i

k(1 _ pyn—i—k o .
P(Y = k|X = i) = ( K )P (1-p) si ke [0,n—1]
0 sinon
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k k
b. Z(Q) =[0,n] et Yk e [0,n] P(Z=k) = > P(X =inY =k—i)=> P(Y = k—ilX = i)P(X = i). Soit k
=0 =0
1 B . 1 |
€ [0, n]. D’aprés les questions précédentes, P(Z Z ( )( > p*(1 — p)?"~k='. Or, d’aprés I'indication,
=0

(: - :) (7) _ (f) (Z) Donc P(Z = k) = ﬁo (f) (Z) pE(L— )2 = (Z) p(L p)z"kio (f) (;p)

D "apré ind M\ k on—k (2=p\* n k 2\n—kK
onc d'apres le binéme de Newton, P(Z = k) = L )P (1—p) (?p) =, (P(2—p)* ((1—=p)?)"". On
vérifie que 1 — p(2 —p) = (1 —p)? et donc on peut conclure que : Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 —p)).

D'apres le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 — p)), alors : E(Z) = np(2 — p) et V(Z) =
np(2 = p) (1 = p(2 = p)) = np(2 = p)(p — 1).

1. Soit i € [1,N]. Xi(Q) = N* et Yk e N*, P(X; = k) = p(1 — p)k~! = pgk~'. Alors on a P(X; < n) = Z P(X; = k) =

55

n
> gt =
k=1

1_ n
_(; =1-¢q". Donc P(X;>n)=1—P(X;<n)=q"

N

a. Y(Q) =N*.Soitne N*. P(Y > n) = P((X1 > n)n---n(Xy > n)) Donc P(Y > n) HP Xj > n) car les variables

=1
N 1
Xi, -+, Xn sont mutuellement indépendantes. Donc P(Y > n) Hq” =q™. Or P(Y <n)=1-P( > n)
donc P(Y < n) =1—¢"". Calcul de P(Y = n) : Premier cas : si n 2 2. P(Y = ) =PY <n—-PY<n-1).
Donc P(Y = n) = ¢»DN(1 — gV). Deuxiéme cas :sin=1.P(Y =n)=P(Y =1)=1-P(Y > 1) =1-q".
Conclusion : Yne N*, P(Y = n) = q"=DN(1 — ¢V).

b. D'apreés 2.(a), Vne N*, P(Y = n) = q(""UN(1—gN). Cest-a-dire Vne N*, P(Y =n) = (1 — (1 — q’\’))n*1 (1—g").
On en déduit que Y suit une loi géométrique de paramétre 1 — g". Donc, d’aprés le cours, Y admet une espérance
et E(Y) = =gn.

1. X(Q) = [o0,2].

2. a. Pour que I'événement (X = 2) se réalise, on a <2) possibilités pour choisir les 2 compartiments restant vides. Les

deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans le troisiéme compartiment
avec la probabilité % De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.

Donc P(x =2) = (5) (3)" =3()" = (3)""

Déterminons P(X = 1). Pour que I'événement (X = 1) se réalise, on a (i’) possibilités pour choisir le compartiment
restant vide. Le compartiment restant vide étant choisi, on note A I'événement : “les n boules doivent se placer dans les
deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser I'un d'eux vide”.
Soit k € [1, n—1]. On note A, I'événement : * k boules se placent dans le compartiment a et les (n—k) boules restantes

n—1
dans le compartiment b”. On a alors A = U Ac. OnaVke[l,n=-1], P(A) = (Z) (%)k (%)n—k _ <:) (1)
k=1

n—1
Donc P(X = ( ) U Ac) =3 Z (Ak) car A1, Ay, ..., Ap—1 sont deux a deux incompatibles. Donc P(X =

EO0 -0 E0- 0 (00 e

(1) (27 = 2) . Enfin, P(X = 0) = 1 —P(X =2)— ) donc P(X =0) =1— (3" = (1) (2"—2).
Donc P(X =0) =1— (1)" (2 —1).

Autre méthode : Une épreuve peut étre assimilée a une application de [1, n] (ensemble des numéros des boules) dans
[1,3] (ensemble des numéros des cases). Notons €2 I'ensemble de ces applications. On a donc : card Q = 3". Les
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boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments", donc il y a équiprobabilité sur Q. (a) L'événement
(X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément de [1, 3], c'est-a-dire aux
applications constantes. Donc P(X = 2) = % = 3n1,1. (b) Comptons a présent le nombre d'applications correspondant
a I'événement (X = 1), c'est-a-dire le nombre d'applications dont I'ensemble des images est constitué de deux
éléments exactement. On a 3 possibilités pour choisir I'élément de [[1, 3] qui n'a pas d'antécédent et ensuite, chaque
fois, il faut compter le nombre d'applications de [1, n] vers les deux éléments restants de [1, 3], en excluant bien sir
les deux applications constantes. On obtient donc 2" — 2 applications. D'otl P(X = 1) = w = 3n1_1 (2" —2).
Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0) =1—-P(X =2) — P(X = 1) donc P(X =0) =1 — (%)"71 -

(5" @ -2

2. E(X)=0P(X =0)+1P(X =1) +2P(X =2) = (%)”f1 (2" —=2)+2 (%)’H. Donc E(X) =3(2)".

b. D'aprés 3.(a), nﬂToc E(X) = nﬂ)rrgo3 (%)” = 0. Quand le nombre de boules tend vers +oo, en moyenne aucun des

trois compartiments ne restera vide.

. X(Q) = [1,3]. Yi e [1,n], on note B; la i®™® boule blanche. ¥ i € [1,2], on note N; la i®™ boule noire. On pose

E ={B1, B2, ..., By, N1, No}. Alors €2 est I'ensemble des permutations de E et donc card(Q2) = (n + 2)!.
(X = 1) correspond aux tirages des (n+2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est blanche. On a donc n possibilités

pour le choix de la premiére boule blanche et donc (n+1)! possibilités pour les tirages restants. Donc P(X = 1) = ”?n(_’g)l!)!
n

s (X = 2) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est noire et la seconde est

blanche. On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n! possibilités
. | .

pour les tirages restalnts. Donc P(X = 2) = 2?nnf2()n])- — (n_+1§?’7+2)' (X = 3) cor_re;pond aux t|rages.des (n+2) poules

pour lesquels la premiére boule et la seconde boule sont noires. On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une

seule possibilité pour la seconde et enfin n! possibilités pour les boules restantes. Donc P(X = 3) = QT:IQ()’;)! = (n+1)2(n+2).

Autre méthode : Dans cette méthode, on ne s'intéresse qu'aux "premiéres" boules tirées, les autres étant sans impor-
tance. X(Q2) = [1,3]. (X = 1) est I'événement : "obtenir une boule blanche au premier tirage". Donc P(X = 1) =

nombre de boules blanches _ _n _ Vo2 o . . . . .
nombre de boules de 'ume — 743 - (X = 2) est I'événement : " obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche
au second tirage". D'ot P(X = 2) = % X o= W les tirages se faisant sans remise. (X = 3) est I'événe-

ment : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule blanche au troisieme tirage". D'ou

— _ 2 1 n_ 2 . . .
P(X =3) =35 X 557 X 7 = armD). es tirages se faisant sans remise.

.Y () = [1,n+1]. Soit k € [1,n+ 1]. L'événement (Y = k) correspond aux tirages des (n + 2) boules ou les (k — 1)

premiéres boules tirées ne sont ni By ni N et la k™™ boule tirée est B; ou N;. On a donc, pour les (k — 1) premiéres

boules tirées , ( ) choix possibles de ces boules et (k—1)! possibilités pour leur rang de tirage sur les (k —1) premiers

n
k—1 _
tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la k™™ boule et enfin (n+2 — k)! possibilités pour les rangs de tirage des boules
n
(k—1)Ix2x (n+2—k)! ,
(k - 1) " kg X (n+2—K)! 2(n+2—k
restantes. Donc P(Y = k) = T = = Donc P(Y = k) = %

Autre méthode : Y/(2) = [1, n+ 1]. On note A, I'événement " une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée au rang k".

Soit ke[[l,n+1].0na: (Y =k)=AinAsn....nAc1nAg Ailors, d’aprés la formule des probabilités composées,

P(Y = k) = P(A1>'DA1<A2)---'DAlr\Azm...mAk,Q(Akfl)PAlmAzm...mAk,l(Ak>- P(Y = k) = n-7—2 X (nig)l—l X (n4n-£)2—2 X ... X
=2

— (k=2 - - —k ! —k+2)!
(nj-Z)(—(kl2) X (n+2)3(k—1) P(Y = k) = 75 x ZT% x B2 L X Z—kii X n—i+3' P(Y = k) (n—Z+1)! X (n(n+2)!) :
2(n—k+2

On a:

P(X_/)_EP(X_mY_J‘)_2;(’:’1)2(],:71) _2;</j1>§<n) _2;7(:1)2”_21"(/:71)

ce qui est bien la valeur cherchée.
La variable aléatoire Z = X — 1 est a valeurs dans {0, ..., n} avec P(Z = i) = P(X =i+1) = 5(7). On aalors E(Z) =

1
2/7
Pour

Poi(N) =230 (7)) = 2375 (") = 2. On calcul de méme la variance.

1
le calcul de E(eX), on a:

22



MP — Lycée Montesquieu 2026-2027

n

(7) el — 23”(1 te)n

1

n+1 ] 1 n+1 n _ e
]E(eX)zxe’P(le)zﬁ (il)e’zzn
i=1

i=1 0
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1. 1ére preuve : soit d € N un diviseur commun de ab et p. Comme d|petpara=1,onadnaa=1. Lelemme de Gauss
assure alors que, comme d | ab, on a d|b. Finalement, d est un diviseur commun de b et p, donc d = 1.
2éme preuve : Par Bézout, il existe u, v, v, v/ € Z tels que au + pv = 1, et bu’ + pv' = 1. En multipliant les égalités, on
obtient
abuu + p(auv' + bu'v +pvv') = 1,
qui est une relation de Bézout, donc p A (ab) = 1.

2a. On remarque que k!(?) = p(p—1)...(p— k + 1), donc p divise k!(£). Comme p est premier et k < p, les entiers i < k
sont premiers avec p, donc leur produit également : k! A p = 1. Par le lemme de Gauss, on en déduit donc que p| (’;)

2b. On monte le résultat par récurrence.
— Sin=0, onanP=0, donc le résultat est vrai.

— Soit n e N. On suppose que n” = n [p].

p—1
(n+1)P =P+ (A)nk+1 = nP+1[p],
k=1

car pour tout k € [1,p — 1], p divise (£), donc (£)nk = 0 [p]. Par hypothése de récurrence, on a donc (n+ 1)P =

n+1[p].
2c. Iére preuve : On a n(nP~t —1) = nP — n =0 [p]. Ainsi, p| n(nP~* — 1). Comme p est premier et ne divise pas n, on a
p A n=1, donc par le lemme de Gauss, p|nP~! — 1, ce qui donne le résultat.

2éme preuve : Comme p A n =1, il existe u € Z inverse de n modulo p, c'est-a-dire que nu = 1[p], donc en multipliant
I'égalité précédente par u, on obtient nP~t =1 [p].

59
1. Par I'absurde, on suppose que x € Z est solution. Alors x = 5 [6] donne que x est impair, puisqu’il existe k € Z tel que
X = 6k + 5.
De méme, x = 4 [8] donne que x est pair. D'ou |'absurdité.
2a. Soient a, be Z.
anb=1 < 3I(u,v)eZ? au+bv=1

2b. Soient a,be N tels que a A b=1, et soit ce Z.
Montrons que ab | c = (a| cet b| c).
Si ab | c, alors il existe k € Z tel que ¢ = kab. Ainsi, ¢ = (kb)a,, donc a | c. Par ailleurs, ¢ = (ka)b, donc b | c.
Montrons maintenant que (a|cetb|c) = ab]|c.

Comme aA b=1, il existe u, v e Z tels que
au+ bv =1.

De plus, comme a | ¢, il existe k; € Z tel que ¢ = kya, et comme b | ¢, il existe k, € Z tel que ¢ = kyb.
On multiplie I'égalité (??) par ¢ :
cau + cbv = c.

Ainsi, (kob)au + (kia)bv = ¢, d'ou
(kou + kyv)ab=c¢, etab]|c.

3a. En observant le systéme (S), on peut remarquer que xo = —11 est une solution particuliére.

3b. Comme xp est solution particuliére de (S), On en déduit que x est solution de (S) si et seulement si

X —Xxo =0[17],
x—xp=0][16],
x —xg =0 [15],
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c'est-a-dire 17 | (x — xg), 16 | (x — x0), 15| (x — xp). Or,17 A 16 = 1, donc, d’apreés la question 2b,
17x16 | (x—x0) et 15| (x—xo).
De plus, (17 x 16) A 15 = 1, donc, toujours d'aprés la question 2b,
17 x 16 x 15 | (x — xp).

Ainsi, I'ensemble des solutions de (S') est

{x0+17x 16 x 15k, ke Z}.

60 Pour a € H, on écrit a = x + yv/3, avec x e N, y € Z et x2 —3y? = 1. On a alors x = /1 +3y2 > \@M d'ou
a=x+yvV3>0.Ainsi, HcR%.
De plus, 1 € H, puisque 1 =1+ 0y/3 et 12— 3-0% = 1.

Soit maintenant a€ H. On a

1
EIXfy\/g,

avec xe N, —y e Z et x> —3(—y)?> =1. Ainsi, L e H.

a
Enfin, soient a,be H, avec a=x+ yv/3et b=x"+y'v/3etx,x' eN, y,y € Z. Alors
ab = (xx'+3yy’) + (xy' + x'y)V3,
ol xx' +3yy' € Z, xy' + X'y € Z, et
(xx +3yy’)? —3(xy’ + xX'y)? = 1.
De plus, comme x > /3 |y| et X' > +/3|y’|, on obtient xx’ 4 3yy’ > 0. Par conséquent, ab € H.

61
1. Soient x,y € G, on a

oi(xy) = axya '

— axaltaya

= 0a(x)0a(y)

1

Ainsi, 0, est un morphisme de groupes.
Par ailleurs, si y € G, y = 04(x) ssi x = a~!y a, donc o, est une bijection, et

-1

o;tiy—alya

1

En d’autres termes, 0 * = 0,-1.

2. On a ¢(ab) = o,p, or pour tout x € G,
oan(x) = (ab)x(ab)~!
= abxbltal
= Ua(ab(X))-
Ainsi, 0,p = 0,00, i.e. p(ab) = @(a) o p(b), et @ est bien un morphisme de groupe.

3. Ona S =¢(G)=Imgyp, donc S est un sous-groupe de Aut(G).

62

1. Supposons que xy est nilpotent, et considérons un entier n tel que (xy)" = 0a. Alors, on a y(xy)"x = 04, ce qui se récrit
(yx)"*1 = 04, donc yx est nilpotent.

2. Soient deux entiers n, m tels que x” = 04 et y™ = 04. Nous allons montrer® que (x + y)"*™ = 0. Comme x et y
commutent, on peut utiliser la formule du binébme de Newton :

n+m
B O
k=0

Or :

1. L'exposant p tel que (x 4+ y)P = 04 est trouvé ici en cherchant p tel que pour tout k € [0, p], on ait xkyP=k = 04. Ceci se récrit : si k < n, alors
k < p—m, ce qui est vérifiesip>=n+m— 1.
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— si k = n, alors x¥ = 04, donc xKy"tm=—k = Q,,

—sik<n, alorsn+m—k>m, et y™tmk =Q,.

Ceci montre que tous les termes de la somme ci-dessus sont nuls, donc (x 4+ y)"™™ = 0a.

3. Soit n€ N tel que x" = 04. Par télescopage, on a

n—1 n—1
(14— x) Zxk = Z(xk—xk“) =1a—x" =14
k=0 k=0

n—1
Ainsi, (14 — x) est inversible d'inverse >} x*.
k=0
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