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DS 9 — Version 2

Corrigé

Exercice 1 — Une expérience de lancers de dés

On considere une expérience menée a 'aide d’une piece truquée et de deux dés équilibrés portant les numéros 1 et 2.
— La probabilité dobtenir pile avec la piece est de %
— Les deux dés ont chacun 6 faces, le dé 1 a 4 faces rouges et 2 blanches, le dé 2 a 2 faces rouges et 4 blanches.
L’expérience est la suivante :

— on commengons par jeter la piece,
— si on obtient Pile, on choisit le dé 1, sinon on choisit le dé 2, choix définitif pour la suite de ’expérience,
— on jette plusieurs fois le dé choisi et pour chaque lancer, on note la couleur obtenue.

On considere par ailleurs les événements suivants :

— P’événement D; désigne : “on joue avec le dé 17,
L Péve 5 dési : . v .
I’événement Dy désigne : “on joue avec le dé 27,
— pour tout entier n € N*, R,, désigne : “on a obtenu une face rouge au n-éme lancer du dé choisi”.

Une fois le dé choisi, il y a indépendance des lancers : si n € N*, on pourra considérer que les événements Ry,..., R,
sont mutuellement indépendants pour les probabilités Pp, et Pp,.

1. Préciser P(D;) et P(Ds), et justifier que (D7, D) constitue un systéme complet d’événements.
2. Soit n € N*. Déterminer Pp, (R,,) et Pp,(Ry).

3. Calculer P (Ry).
4

. Pour i € {1, 2}, établir un lien entre les probabilités Pp, (R1),Pp,(Rz2) et Pp,(R; n Rz). En déduire la valeur de
P(Ry N R2).
5. Montrer que plus généralement, pour tout entier n € N*,
P(RinRyn---NnR,) = 2;%12
En déduire Pr, ~Ryn--~R, (Rn+1) pour tout n € N*.
6. Calculer Pr, ~r,(D1), puis de maniére générale, pour tout entier n € N*, montrer que :
on
2n + 2
7. Soit n € N*. Apres n lancers ayant tous donné la face rouge, vaut-il mieux parier sur le fait que le dé est le dé 1
ou sur le fait d’obtenir une face rouge au lancer n + 17

]P)leRzmnmRn (Dl) =

1. On a P(D,y) =
d’événements.

2. OnaPp,(Rn) = 2 et Pp,(Ry) = 1.

3. Par la formule des probabilités totales, on a

3, et P(D2) = 2. On a Dy = Dy, donc les événements D; et D, forment un systéme complet

P(R1) = Pp, (R1)P(D1) + Pp, (R1)P(D2) = 5+ 3

Ok

wN

4. OnaPp,(R1 n Ry) = Pp, (R1)Pp, (Rz2) = 5 par indépendance des événements R; et Ry pour la probabilité Pp, , et
Pp,(R1 N R2) = Pp,(R1)Pp,(R2) = 5. Ainsi, toujours par la formule des probabilités totales,

]P’(Rl N Rz) = ]PDl (R1 N Ry
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5. Avec le méme raisonnement, on obtient toujours par la formule des probabilités totales :
4 ~ ~ 2\n 1 1\ 2 2042
P DlRi = Pp, .OlRi P(D1) + Pp, .OlRi P(Dz) = (3)"3+(3)" 3 = gntL
Ainsi,
P(RiN...n Rnpy1) 27TH 42 37t 2" + 1
Per\.“ﬁRn(RnJrl) = = B = = .
P(Rin...nRy) 3n+2 gn 12 3(20 1 +1)
6. Par la formule de Bayes, on a
Pp,(Ri nR)P(D1) 5% 2
Pr,~Rr,(D1) = —% =923 _ 2
mons (D) P(R: N Ro) Z 3
Toujours par la formule de Bayes, on a
o (D)_]P’Dl(le...mRn)]P’(Dl)_ 2\"1 3~ 2n
oo A = T DRy A L A Ry) “\3) 32n42 242
caron a Pp, (R1 n...n Ry) = Pp,(R1)...Pp,(R,) par indépendance mutuelle des éléments R, ..., R, pour la
probabilité Pp, .
7. Nous cherchons & comparer les probabilités Pr, ~...~r, (D1) et Pr,~...nR, (Rn+1). On a :
2" 2"t 42 2" — 2
P la¥ ) D —P [a e Rn = - = o
Ry Rn( 1) Ry Rn( +1) 2n + 9 3 (2n + 2) 3 (271 I 2)
Ainsi, Pr,~...aR, (D1) — PR, ~...~R, (Rn+1) est du signe de 2™ — 2.
On en déduit que si n = 1, les deux paris ont méme chance de ’emporter, et il devient préférable de parier sur le
fait qu’on a le dé numéro 1 & partir du deuxiéme lancer.

Exercice 2 — Un ensemble de matrices

Pour tous complexes a, b, on note M (a,b) la matrice de .#5(C) donnée par

a b b
M(a,b) = [b a b
b b a

On note E = {M(a,b), a,b e C} ensemble des matrices de .#5(C) qui sont de la forme ci-dessus.

1. Justifier que E est un sous-espace vectoriel de .#3(C). Préciser dim E et donner une base de E.
2. Pour tous a,b € C, calculer det M (a,b). On donnera un résultat sous forme factorisée.
Préciser une condition nécessaire et suffisante sur a,b € C pour que la matrice M(a,b) soit inversible.
3. a. Pour tous a,a’,b,b’ € C, calculer le produit M (a,b) M(a’,d’).
b. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de .#3(C).

4. Montrer que si M (a,b) est inversible, alors M (a,b)~! € E, et calculer M (a,b)~!.

1 1 1
1. On a E = Vect 0 0 1| ] donc E est un sous-espace vectoriel de .#3(C).
10

Comme les deux matrices ci-dessus en sont pas colinéaires, la famille qu’elle forme est libre, et c’est donc une base
de E. Ainsi, dim E = 2.

2. En effectuant successivement Cy1 «— C7 + C2 + C3, une mise en facteur sur la premieére colonne, puis La <« Lo — L1,
Ls «— L3 — L1, on obtient une matrice triangulaire supérieure.

a b b a+2b b b 1 a b
det M(a,b) =[b a bl =] 1 a bl=(a+20)|0 a—b 0 |.
b b a 1 b a 0 0 a—b
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Donc
det M(a,b) = (a + 2b)(a — b)>.
Par conséquent, M (a,b) est inversible si et seulement si a = b et a = —2b.
3. a. On obtient facilement

M(a,b) M(a',b") = M(aa" + 20, ab’ + ba’ + bb').

b. L’ensemble E est un sous-espace vectoriel de .#3(C), et par conséquent un sous-groupe de .#3(C).
De plus, la question précédent montre que F est stable par multiplication interne.
La matrice unité I = M(1,0) appartient & F, donc F est un sous-anneau de .#3(C).

Enfin, bien que le produit matriciel ne soit pas commutatif dans .#3(C), il lest dans E, car la question précédente
donne
M(a,b)M(a',b") = M(a',b" )M (a,b).

4. On cherche quand M (a,b) est inversible dans E, i.e. quand il existe (a’,b’) tel que

M(a,b)M(a,b") = T = M(1,0).

Dapres 3a., cela équivaut au systéme

aa’ +2bb' =1
ab' +ba’ +bb' =0

soit un systéme linéaire en a’, b’ de déterminant

a 2b

D=1y a+b

‘ = (a + 2b)(a — b).

On a D # 0 < det M(a,b) # 0, donc M(a,b) est inversible dans E si et seulement si elle est inversible dans .#5(C).
Dans ce cas,

M(a,b)’1=M( hd) b )

(a—1b)(a+2b)’ (a—b)(a+2b)

Probleme — Théoreme de Cayley-Hamilton

Soient E un K-espace vectoriel, ot K = R ou C. On suppose que E est de dimension finie n € N*. Dans tout le
probleme, on note Id I'application identité de E.

On cousidére f € Z(F), et Papplication

P: K — K
x — det(zId—f)

Partie | — Propriétés générales
1. Montrer que P est une fonction polynomiale de degré n. Déterminer son coefficient dominant et son terme

constant.

2. Soit A € K. Montrer que X est racine de P si et seulement si AId — f n’est pas injectif. Que peut-on dire dans ce
cas de Ker(AId—f)?

3. Soit A € K une racine de P. On pose d = dimKer(AId —f).

a. Justifier 'existence d’une base % de E dont les d premiers vecteurs vérifient ’équation f(z) = Az, d’inconnue
rxeb.

b. Expliciter les d premieres colonnes de la matrice représentative de f dans cette base .

¢. En déduire que d est inférieur a la multiplicité de A en tant que racine de P.

Partie Il — Quelques endomorphismes diagonalisables

On reprend toutes les notations de la partie précédente, en supposant de plus que dim £ = 3 et que le polynéme P
est scindé dans K. On étudie quelques cas particuliers.
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4. On suppose dans cette question seulement que P a trois racines distinctes A1, As et A\3. Soient z1 € Ker(\; Id —f),
x9 € Ker(A2Id — f) et x3 € Ker(A3Id —f), tels que &1, xo, x3 soient tous trois non nuls.

a. Montrer que (x1,x2,x3) est une base de E.
b. Quelle est la matrice de f dans cette base?
5. On suppose dans cette question seulement que P a deux racines distinctes A\ et p. On suppose que A est racine
simple, p est racine double, et dim Ker(uId —f) = 2.
a. Montrer que Ker(AId —f) et Ker(uId —f) sont en somme directe.
b. Justifier que dimKer(AId —f) = 1.
c. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Partie 11l — Matrice compagnon
Soient r € N* et ag,...,a,—1 € K. On note M la matrice de .#,.(K) donnée ci-dessous, appelée matrice compagnon
associée a la famille (ag,...,a,—1) :
0 0 Qg
1 0 a1
0 1 0 as
M = 3
0 1 0 Ar_92
0 0 1 Apr—1

6. Montrer que pour tout x € K,

r—1
det (zI, — M) = z" — Z apz®.
k=0

Partie IV — Polyndmes d’endomorphisme

P P
Pour tout polynéme A € K[X], noté A = ] a3, X*, on note A(f) 'endomorphisme défini par A(f) = Y. ayf*.
k=0 k=0

7. Soient A € K[X] et s € N*. On note A = X* A. Montrer que f* o A(f) = A(f).
8. Soient A, B € K[X]. Montrer que (BA)(f) = B(f) o A(f).

Partie V — Théoréeme de Cayley-Hamilton
Soit  un vecteur non nul de E. On note & = {k e N*, (z, f(z),..., f*"(x)) est libre}.

9. Montrer que & admet un plus grand élément r, et que r < n.
1

—
10. En déduire qu’il existe ag, ..., a,_1 € K tels que f7(z) = . apf*(x).
k=0

11. Justifier alors l'existence d’une base %’ de E dont les r premiers vecteurs sont

(IE7 f(x)7 ] fr_l(x)) :
12. Expliciter les r premiéres colonnes de la matrice représentative de f dans cette base %4’.

13. En déduire lexistence d’un polynome @ € K[X] tel que

r—1
P =Q x <XT— zaka>.
k=0

14. En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton : P(f) = 0.

1. Soit A = (ai;) la matrice de u — zId dans la base canonique. Alors P = det(u — zId) = det(A). Mais

P=det(4) = 3, &(0) [ aioc-

oeS,
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3.

On voit avec cette formule que det(A) est un polyndme en les coefficients de A, donc c’est un polyndéme en x, puisque
x intervient dans les coefficients de A.

Le terme constant de P est P(0), soit det(u).

On voit enfin que le terme de plus haut degré est celui correspondant au produit des termes de la diagonale de A,
dans lequel apparait le terme (—xz)™ : le coefficient dominant de P est donc (—1)".

. A est racine de P ssi

det(u — AId) = 0 <= wu — AId n’est pas inversible <= wu — AId n’est pas injective

(car E est de dimension finie). Dans ce cas on a bien str ker(u — AId) # {0}.

a. Soit (vi,...,vq) une base de ker(u — AId). On compléte cette base en une base B de E. Les d premiers vecteurs
de cette base sont dans ker(u — AId) et vérifient donc ’équation u(x) = Az d’aprés la question précédente.

b. Les d premieres colonnes de cette matrice sont

A0 -
0 A 0
0 A .
0
. 0 A
0 0 0
0 0 0

¢. Ainsi, par blocs,

Ma(u — zld) = ((A *Om)ld g) :

ou B et C sont deux matrices non déterminées.
Ainsi
P = det(u — zId) = det((\ — z)I4) det(C) = (A — )* det(C).
Ainsi A est de multiplicité au moins d dans P.
a. On a ae +bf + cg = 0, donc
(u—ald)(ae + bf + cg) = 0.

Mais e € ker(u — ald), donc
0= (u—ald)(bf + cg) = b(u(f) — af) + c(ulg) — ag) = b(B — ) f + ¢y — a)g.
On en déduit
0= (u—BIA)(b(8 — a)f + c(y — a)g) = (u— Bld)(c(y — a)g),

car f € ker(u — B1d), et donc
0=c(y—a)(y=hH)g.

Mais v # « et v # 3, donc forcément ¢ = 0.
En revenant aux équations précédentes, il vient

b(ﬂ - Oé)f = Oa

et donc b = 0, et enfin ae = 0, donc a = 0. Ceci prouve que (e, f, g) est libre, donc est une base de E.

b. Puisque u(e) = ae, u(f) = Bf et u(g) = vg, la matrice de u dans cette base est

o oR

0 0
B 0
0 ~
a. Soit z € ker(u — ald) n ker(u — BId). Alors u(z) = ax, mais aussi u(z) = Sz, donc

(= B)z = 0.

Mais a # 3, donc = = 0, et ainsi
ker(u — ald) n ker(u — SId) = {0}.

b. On utilise la question 3)c), qui implique directement le résultat.
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¢. Soit e un vecteur non nul de ker(u — ald)

: il en forme donc une base. Soient (f, g) une base de ker(u — S1d).

Puisque
dimker(u — odd) + dimker(u — fId) = 3

et que ces deux sev sont en somme directe, ils sont supplémentaires : (e, f, g) est donc une base de R3.

Or u(e) = ae, u(f) = Bf, ulg) = By,

donc la matrice de u dans cette base est

S O R

0 0
g 0],
0 B

qui est bien diagonale.

6. On développe par rapport & la derniére colonne et on trouve :

10.

11.
12.

det(M — zI;) 2 k+r+1ak det(My) + (ar—1 — :10)(—a:)""_17
ou My est la matrice
A 0
avec
—x 0 0 1 —x 0
Ap = 1 - € .///k(R), et By = g 1 -
0 L0 ; L -z
0 1 —=z 0 0 1
Ainsi
det(My) = det(Ag) det(By) = (—z)F.
Ceci assure bien le résultat voulu.
7. On note )
A= Z Oéka
k=0
Alors
P P N
u®(A(u)) = u® (2 akuk) = Z apuf Tt = Au),
k=0 k=0
car
P
A= Z @ Xk+s
k=0
8. On note .
B=> BX'
i=0
Alors
a a
(BA)(u Z&XA = D) e = ) Bi(u' o Au Z@ u) = B(u)o A(u).
1=0 i=0 i=0
9. Puisque x # 0, 1 € E, donc & # &. De plus & < N.
Enfin, puisque F est de dimension n, toute famille d’au moins n + 1 éléments est liée, donc & est majoré par n. &
admet donc un maximum r, nécessairement plus petit que n.
Puisque 7 est un plus grand élément, il appartient & E, donc (z, u(x), ...,u" *(x)) est libre, mais pas (z, u(x), . .., u"(z)),
sinon r + 1 appartiendrait a FE.
Ainsi u" () est combinaison linéaire de (z,u(x),...,u" *(z)), d’olt le résultat.
La famille (z,u(z),...,u""'(z)) étant libre, il suffit de la compléter en une base de E.
On note (e1,...,en) les vecteurs de la base B’. Alors, pour tout i de 1 & r — 1, on a u(e;) = e;+1, et enfin

r—1
= Y arews.
k=0
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13.

14.

Les r premiéres colonnes de la matrice de v dans B’ sont donc

ou M est la matrice de la question 6.

La matrice de v dans B’ est donc

M N

0 R/’
ou N et R sont des matrices non déterminées. On a ainsi

P = det(M — zId) det(R — z1d).

En posant
Q = det(R — zId),

et avec la question 6), on obtient
r—1
P=Q<X’"—Zaka>‘
k=0

Finalement,

En particulier,

k=0
car
r—1
u”(z) — Z aru®(z) = 0
k=0

Or ce résultat est vrai pour tout z € E, donc Vz € E, P(u)(z) = 0, c’est-a-dire P(u) = 0.
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