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DS 9 – Version 2

Corrigé

Exercice 1 – Une expérience de lancers de dés
On considère une expérience menée à l’aide d’une pièce truquée et de deux dés équilibrés portant les numéros 1 et 2.

– La probabilité dobtenir pile avec la pièce est de 1
3 .

– Les deux dés ont chacun 6 faces, le dé 1 a 4 faces rouges et 2 blanches, le dé 2 a 2 faces rouges et 4 blanches.
L’expérience est la suivante :

– on commençons par jeter la pièce,
– si on obtient Pile, on choisit le dé 1, sinon on choisit le dé 2, choix définitif pour la suite de l’expérience,
– on jette plusieurs fois le dé choisi et pour chaque lancer, on note la couleur obtenue.

On considère par ailleurs les événements suivants :
– l’événement D1 désigne : “on joue avec le dé 1”,
– l’événement D2 désigne : “on joue avec le dé 2”,
– pour tout entier n P N‹, Rn désigne : “on a obtenu une face rouge au n-ème lancer du dé choisi”.

Une fois le dé choisi, il y a indépendance des lancers : si n P N‹, on pourra considérer que les événements R1, . . . , Rn

sont mutuellement indépendants pour les probabilités PD1
et PD2

.

1. Préciser PpD1q et PpD2q, et justifier que pD1, D2q constitue un système complet d’événements.
2. Soit n P N‹. Déterminer PD1pRnq et PD2pRnq.
3. Calculer P pR1q.
4. Pour i P t1, 2u, établir un lien entre les probabilités PDi

pR1q,PDi
pR2q et PDi

pR1 X R2q. En déduire la valeur de
PpR1 X R2q.

5. Montrer que plus généralement, pour tout entier n P N‹,

P pR1 X R2 X ¨ ¨ ¨ X Rnq “
2n ` 2

3n`1
.

En déduire PR1XR2X¨¨¨XRn
pRn`1q pour tout n P N‹.

6. Calculer PR1XR2pD1q, puis de manière générale, pour tout entier n P N‹, montrer que :

PR1XR2X¨¨¨XRnpD1q “
2n

2n ` 2
.

7. Soit n P N‹. Après n lancers ayant tous donné la face rouge, vaut-il mieux parier sur le fait que le dé est le dé 1
ou sur le fait d’obtenir une face rouge au lancer n ` 1 ?

1. On a PpD1q “ 1
3
, et PpD2q “ 2

3
. On a D2 “ D1, donc les événements D1 et D2 forment un système complet

d’événements.
2. On a PD1pRnq “ 2

3
et PD2pRnq “ 1

3
.

3. Par la formule des probabilités totales, on a

PpR1q “ PD1pR1qPpD1q ` PD2pR1qPpD2q “ 2
3

1
3

` 1
3

2
3

“ 4
9
.

4. On a PD1pR1 X R2q “ PD1pR1qPD1pR2q “ 4
9

par indépendance des événements R1 et R2 pour la probabilité PD1 , et
PD2pR1 X R2q “ PD2pR1qPD2pR2q “ 1

9
. Ainsi, toujours par la formule des probabilités totales,

PpR1 X R2q “ PD1pR1 X R2qPpD1q ` PD2pR1 X R2qPpD2q “ 4
27

` 2
27

“ 2
9
.
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5. Avec le même raisonnement, on obtient toujours par la formule des probabilités totales :

P
ˆ

n
Ş

i“1

Ri

˙

“ PD1

ˆ

n
Ş

i“1

Ri

˙

PpD1q ` PD2

ˆ

n
Ş

i“1

Ri

˙

PpD2q “
`

2
3

˘n 1
3

`
`

1
3

˘n 2
3

“ 2n`2
3n`1 .

Ainsi,

PR1X...XRnpRn`1q “
PpR1 X . . . X Rn`1q

PpR1 X . . . X Rnq
“

2n`1 ` 2

3n`2

3n`1

2n ` 2
“

2n ` 1

3 p2n´1 ` 1q
.

6. Par la formule de Bayes, on a

PR1XR2pD1q “
PD1pR1 X R2qPpD1q

PpR1 X R2q
“

4
9

1
3

2
9

“
2

3
.

Toujours par la formule de Bayes, on a

PR1X...XRnpD1q “
PD1pR1 X . . . X RnqPpD1q

PpR1 X . . . X Rnq
“

ˆ

2

3

˙n
1

3

3n`1

2n ` 2
“

2n

2n ` 2
.

car on a PD1pR1 X . . . X Rnq “ PD1pR1q . . .PD1pRnq par indépendance mutuelle des éléments R1, . . . , Rn pour la
probabilité PD1 .

7. Nous cherchons à comparer les probabilités PR1X...XRnpD1q et PR1X...XRnpRn`1q. On a :

PR1X...XRnpD1q ´ PR1X...XRnpRn`1q “
2n

2n ` 2
´

2n`1 ` 2

3 p2n ` 2q
“

2n ´ 2

3 p2n ` 2q
.

Ainsi, PR1X...XRnpD1q ´ PR1X...XRnpRn`1q est du signe de 2n ´ 2.
On en déduit que si n “ 1, les deux paris ont même chance de l’emporter, et il devient préférable de parier sur le
fait qu’on a le dé numéro 1 à partir du deuxième lancer.

Exercice 2 – Un ensemble de matrices
Pour tous complexes a, b, on note Mpa, bq la matrice de M3pCq donnée par

Mpa, bq “

¨

˝

a b b
b a b
b b a

˛

‚.

On note E “ tMpa, bq, a, b P Cu l’ensemble des matrices de M3pCq qui sont de la forme ci-dessus.

1. Justifier que E est un sous-espace vectoriel de M3pCq. Préciser dimE et donner une base de E.
2. Pour tous a, b P C, calculer detMpa, bq. On donnera un résultat sous forme factorisée.

Préciser une condition nécessaire et suffisante sur a, b P C pour que la matrice Mpa, bq soit inversible.
3. a. Pour tous a, a1, b, b1 P C, calculer le produit Mpa, bqMpa1, b1q.

b. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de M3pCq.
4. Montrer que si Mpa, bq est inversible, alors Mpa, bq´1 P E, et calculer Mpa, bq´1.

1. On a E “ Vect

¨

˝

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚,

¨

˝

0 1 1
1 0 1
1 1 0

˛

‚

˛

‚donc E est un sous-espace vectoriel de M3pCq.

Comme les deux matrices ci-dessus en sont pas colinéaires, la famille qu’elle forme est libre, et c’est donc une base
de E. Ainsi, dimE “ 2.

2. En effectuant successivement C1 Ð C1 ` C2 ` C3, une mise en facteur sur la première colonne, puis L2 Ð L2 ´ L1,
L3 Ð L3 ´ L1, on obtient une matrice triangulaire supérieure.

detMpa, bq “

∣∣∣∣∣∣
a b b
b a b
b b a

∣∣∣∣∣∣ “

∣∣∣∣∣∣
a ` 2b b b

1 a b
1 b a

∣∣∣∣∣∣ “ pa ` 2bq

∣∣∣∣∣∣
1 a b
0 a ´ b 0
0 0 a ´ b

∣∣∣∣∣∣ .
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Donc
detMpa, bq “ pa ` 2bqpa ´ bq

2.

Par conséquent, Mpa, bq est inversible si et seulement si a ­“ b et a ­“ ´2b.
3. a. On obtient facilement

Mpa, bqMpa1, b1
q “ Mpaa1

` 2bb1, ab1
` ba1

` bb1
q.

b. L’ensemble E est un sous-espace vectoriel de M3pCq, et par conséquent un sous-groupe de M3pCq.
De plus, la question précédent montre que E est stable par multiplication interne.
La matrice unité I “ Mp1, 0q appartient à E, donc E est un sous-anneau de M3pCq.
Enfin, bien que le produit matriciel ne soit pas commutatif dans M3pCq, il lest dans E, car la question précédente
donne

Mpa, bqMpa1, b1
q “ Mpa1, b1

qMpa, bq.

4. On cherche quand Mpa, bq est inversible dans E, i.e. quand il existe pa1, b1q tel que

Mpa, bqMpa1, b1
q “ I “ Mp1, 0q.

Daprès 3a., cela équivaut au système
#

aa1 ` 2bb1 “ 1

ab1 ` ba1 ` bb1 “ 0

soit un système linéaire en a1, b1 de déterminant

D “

∣∣∣∣a 2b
b a ` b

∣∣∣∣ “ pa ` 2bqpa ´ bq.

On a D ‰ 0 ô detMpa, bq ‰ 0, donc Mpa, bq est inversible dans E si et seulement si elle est inversible dans M3pCq.
Dans ce cas,

Mpa, bq
´1

“ M

ˆ

a ` b

pa ´ bqpa ` 2bq
,

´b

pa ´ bqpa ` 2bq

˙

.

Problème – Théorème de Cayley-Hamilton
Soient E un K-espace vectoriel, où K “ R ou C. On suppose que E est de dimension finie n P N‹. Dans tout le
problème, on note Id l’application identité de E.

On considère f P L pEq, et l’application

P : K Ñ K
x ÞÑ detpx Id´fq

Partie I – Propriétés générales

1. Montrer que P est une fonction polynomiale de degré n. Déterminer son coefficient dominant et son terme
constant.

2. Soit λ P K. Montrer que λ est racine de P si et seulement si λ Id´f n’est pas injectif. Que peut-on dire dans ce
cas de Kerpλ Id´fq ?

3. Soit λ P K une racine de P . On pose d “ dimKerpλ Id´fq.
a. Justifier l’existence d’une base B de E dont les d premiers vecteurs vérifient l’équation fpxq “ λx, d’inconnue

x P E.
b. Expliciter les d premières colonnes de la matrice représentative de f dans cette base B.
c. En déduire que d est inférieur à la multiplicité de λ en tant que racine de P .

Partie II – Quelques endomorphismes diagonalisables

On reprend toutes les notations de la partie précédente, en supposant de plus que dimE “ 3 et que le polynôme P
est scindé dans K. On étudie quelques cas particuliers.
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4. On suppose dans cette question seulement que P a trois racines distinctes λ1, λ2 et λ3. Soient x1 P Kerpλ1 Id´fq,
x2 P Kerpλ2 Id´fq et x3 P Kerpλ3 Id´fq, tels que x1, x2, x3 soient tous trois non nuls.

a. Montrer que px1, x2, x3q est une base de E.
b. Quelle est la matrice de f dans cette base ?

5. On suppose dans cette question seulement que P a deux racines distinctes λ et µ. On suppose que λ est racine
simple, µ est racine double, et dimKerpµ Id´fq “ 2.

a. Montrer que Kerpλ Id´fq et Kerpµ Id´fq sont en somme directe.
b. Justifier que dimKerpλ Id´fq “ 1.
c. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Partie III – Matrice compagnon

Soient r P N‹ et a0, . . . , ar´1 P K. On note M la matrice de MrpKq donnée ci-dessous, appelée matrice compagnon
associée à la famille pa0, . . . , ar´1q :

M “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . 0 a0
1 0 . a1
0 1 0 . a2
. . . . . a3
. . . . . .
. . . . . .
. 0 1 0 ar´2

0 . . . . 0 1 ar´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

6. Montrer que pour tout x P K,

det pxIr ´ Mq “ xr ´

r´1
ÿ

k“0

akx
k.

Partie IV – Polynômes d’endomorphisme

Pour tout polynôme A P KrXs, noté A “
p
ř

k“0

αkX
k, on note Apfq l’endomorphisme défini par Apfq “

p
ř

k“0

αkf
k.

7. Soient A P KrXs et s P N‹. On note Ã “ Xs A. Montrer que fs ˝ Apfq “ Ãpfq.
8. Soient A,B P KrXs. Montrer que pBAqpfq “ Bpfq ˝ Apfq.

Partie V – Théorème de Cayley-Hamilton

Soit x un vecteur non nul de E. On note E “
␣

k P N‹,
`

x, fpxq, . . . , fk´1pxq
˘

est libre
(

.

9. Montrer que E admet un plus grand élément r, et que r ď n.

10. En déduire qu’il existe a0, . . . , ar´1 P K tels que frpxq “
r´1
ř

k“0

akf
kpxq.

11. Justifier alors l’existence d’une base B1 de E dont les r premiers vecteurs sont
`

x, fpxq, . . . , f r´1pxq
˘

.

12. Expliciter les r premières colonnes de la matrice représentative de f dans cette base B1.
13. En déduire l’existence d’un polynôme Q P KrXs tel que

P “ Q ˆ

˜

Xr ´

r´1
ÿ

k“0

akX
k

¸

.

14. En déduire le théorème de Cayley-Hamilton : P pfq “ 0.

1. Soit A “ paijq la matrice de u ´ xId dans la base canonique. Alors P “ detpu ´ xIdq “ detpAq. Mais

P “ detpAq “
ÿ

σPSn

εpσq

n
ź

i“1

ai,σpiq.
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On voit avec cette formule que detpAq est un polynôme en les coefficients de A, donc c’est un polynôme en x, puisque
x intervient dans les coefficients de A.
Le terme constant de P est P p0q, soit detpuq.
On voit enfin que le terme de plus haut degré est celui correspondant au produit des termes de la diagonale de A,
dans lequel apparaît le terme p´xqn : le coefficient dominant de P est donc p´1qn.

2. λ est racine de P ssi

detpu ´ λIdq “ 0 ðñ u ´ λId n’est pas inversible ðñ u ´ λId n’est pas injective

(car E est de dimension finie). Dans ce cas on a bien sûr kerpu ´ λIdq ‰ t0u.

3. a. Soit pv1, . . . , vdq une base de kerpu´λIdq. On complète cette base en une base B de E. Les d premiers vecteurs
de cette base sont dans kerpu ´ λIdq et vérifient donc l’équation upxq “ λx d’après la question précédente.

b. Les d premières colonnes de cette matrice sont
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ 0 ¨ ¨ ¨

0 λ 0 ¨ ¨

¨ 0 λ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ 0
¨ ¨ ¨ 0 λ
0 0 ¨ ¨ 0
¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 0 ¨ ¨ 0

c. Ainsi, par blocs,

MBpu ´ xIdq “

ˆ

pλ ´ xqId B
0 C

˙

,

où B et C sont deux matrices non déterminées.
Ainsi

P “ detpu ´ xIdq “ det
`

pλ ´ xqId
˘

detpCq “ pλ ´ xq
d detpCq.

Ainsi λ est de multiplicité au moins d dans P .
4. a. On a ae ` bf ` cg “ 0, donc

pu ´ αIdqpae ` bf ` cgq “ 0.

Mais e P kerpu ´ αIdq, donc

0 “ pu ´ αIdqpbf ` cgq “ bpupfq ´ αfq ` cpupgq ´ αgq “ bpβ ´ αqf ` cpγ ´ αqg.

On en déduit
0 “ pu ´ βIdq

`

bpβ ´ αqf ` cpγ ´ αqg
˘

“ pu ´ βIdq
`

cpγ ´ αqg
˘

,

car f P kerpu ´ βIdq, et donc
0 “ cpγ ´ αqpγ ´ βqg.

Mais γ ‰ α et γ ‰ β, donc forcément c “ 0.
En revenant aux équations précédentes, il vient

bpβ ´ αqf “ 0,

et donc b “ 0, et enfin ae “ 0, donc a “ 0. Ceci prouve que pe, f, gq est libre, donc est une base de E.
b. Puisque upeq “ αe, upfq “ βf et upgq “ γg, la matrice de u dans cette base est

¨

˝

α 0 0
0 β 0
0 0 γ

˛

‚.

5. a. Soit x P kerpu ´ αIdq X kerpu ´ βIdq. Alors upxq “ αx, mais aussi upxq “ βx, donc

pα ´ βqx “ 0.

Mais α ‰ β, donc x “ 0, et ainsi
kerpu ´ αIdq X kerpu ´ βIdq “ t0u.

b. On utilise la question 3)c), qui implique directement le résultat.
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c. Soit e un vecteur non nul de kerpu ´ αIdq : il en forme donc une base. Soient pf, gq une base de kerpu ´ βIdq.
Puisque

dimkerpu ´ αIdq ` dimkerpu ´ βIdq “ 3

et que ces deux sev sont en somme directe, ils sont supplémentaires : pe, f, gq est donc une base de R3.
Or upeq “ αe, upfq “ βf , upgq “ βg, donc la matrice de u dans cette base est

¨

˝

α 0 0
0 β 0
0 0 β

˛

‚,

qui est bien diagonale.
6. On développe par rapport à la dernière colonne et on trouve :

detpM ´ xIrq “

r´2
ÿ

k“0

p´1q
k`r`1ak detpMkq ` par´1 ´ xqp´xq

r´1,

où Mk est la matrice
Mk “

ˆ

Ak 0
0 Bk

˙

,

avec

Ak “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´x 0 ¨ ¨ ¨ 0

1 ´x
. . .

...

0
. . . . . . 0

0 ¨ ¨ ¨ 1 ´x

˛

‹

‹

‹

‹

‚

P MkpRq, et Bk “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 ´x ¨ ¨ ¨ 0

0 1 ´x
...

...
. . . . . . ´x

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Ainsi
detpMkq “ detpAkqdetpBkq “ p´xq

k.

Ceci assure bien le résultat voulu.
7. On note

A “

p
ÿ

k“0

αkX
k.

Alors

us
pApuqq “ us

˜

p
ÿ

k“0

αku
k

¸

“

p
ÿ

k“0

αku
k`s

“ rApuq,

car
rA “

p
ÿ

k“0

αkX
k`s.

8. On note

B “

q
ÿ

i“0

βiX
i.

Alors

pBAqpuq “

˜

q
ÿ

i“0

βipX
iAq

¸

puq “

q
ÿ

i“0

βipX
iAqpuq “

q
ÿ

i“0

βi

`

ui
˝ Apuq

˘

“

˜

q
ÿ

i“0

βiu
i

¸

˝ Apuq “ Bpuq ˝ Apuq.

9. Puisque x ‰ 0, 1 P E, donc E ‰ ∅. De plus E Ă N.
Enfin, puisque E est de dimension n, toute famille d’au moins n ` 1 éléments est liée, donc E est majoré par n. E
admet donc un maximum r, nécessairement plus petit que n.

10. Puisque r est un plus grand élément, il appartient à E, donc px, upxq, . . . , ur´1pxqq est libre, mais pas px, upxq, . . . , urpxqq,
sinon r ` 1 appartiendrait à E.
Ainsi urpxq est combinaison linéaire de px, upxq, . . . , ur´1pxqq, d’où le résultat.

11. La famille px, upxq, . . . , ur´1pxqq étant libre, il suffit de la compléter en une base de E.
12. On note pe1, . . . , enq les vecteurs de la base B1. Alors, pour tout i de 1 à r ´ 1, on a upeiq “ ei`1, et enfin

uperq “

r´1
ÿ

k“0

akek`1.
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Les r premières colonnes de la matrice de u dans B1 sont donc
¨

˚

˚

˝

M
0 ¨ 0
¨ ¨ ¨

0 ¨ 0

˛

‹

‹

‚

,

où M est la matrice de la question 6.
13. La matrice de u dans B1 est donc

ˆ

M N
0 R

˙

,

où N et R sont des matrices non déterminées. On a ainsi

P “ detpM ´ xIdqdetpR ´ xIdq.

En posant
Q “ detpR ´ xIdq,

et avec la question 6), on obtient

P “ Q

˜

Xr
´

r´1
ÿ

k“0

akX
k

¸

.

14. Finalement,

P puq “ Qpuq ˝

˜

ur
´

r´1
ÿ

k“0

aku
k

¸

.

En particulier,

P puqpxq “ Qpuq

˜

ur
´

r´1
ÿ

k“0

aku
k

¸

pxq “ 0,

car

ur
pxq ´

r´1
ÿ

k“0

aku
k

pxq “ 0.

Or ce résultat est vrai pour tout x P E, donc @x P E, P puqpxq “ 0, c’est-à-dire P puq “ 0.

7/7


