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DS 9 — Version 1

Corrigé

Exercice 1 — Une expérience de lancers de dés

On considere une expérience menée a 'aide d’une piece truquée et de deux dés équilibrés portant les numéros 1 et 2.
— La probabilité dobtenir Pile avec la piece est de %
— Les deux dés ont chacun 6 faces, le dé 1 a 4 faces rouges et 2 blanches, le dé 2 a 2 faces rouges et 4 blanches.
L’expérience est la suivante :

— on commengons par jeter la piece,
— si on obtient Pile, on choisit le dé 1, sinon on choisit le dé 2, choix définitif pour la suite de ’expérience,
— on jette plusieurs fois le dé choisi et pour chaque lancer, on note la couleur obtenue.

On considere par ailleurs les événements suivants :

— P’événement D; désigne : “on joue avec le dé 17,
L Péve 5 dési : . v .
I’événement Dy désigne : “on joue avec le dé 27,
— pour tout entier n € N*, R,, désigne : “on a obtenu une face rouge au n-éme lancer du dé choisi”.

Une fois le dé choisi, il y a indépendance des lancers : si n € N*, on pourra considérer que les événements Ry,..., R,
sont mutuellement indépendants pour les probabilités Pp, et Pp,.

1. Préciser P(D;) et P(Ds), et justifier que (D7, D) constitue un systéme complet d’événements.
2. Soit n € N*. Déterminer Pp, (R,,) et Pp,(Ry).

3. Calculer P (Ry).
4

. Pour i € {1, 2}, établir un lien entre les probabilités Pp, (R1),Pp,(Rz2) et Pp,(R; n Rz). En déduire la valeur de
P(Ry N R2).
5. Montrer que plus généralement, pour tout entier n € N*,
P(RinRyn---NnR,) = 2;%12
En déduire Pr, ~Ryn--~R, (Rn+1) pour tout n € N*.
6. Calculer Pr, ~r,(D1), puis de maniére générale, pour tout entier n € N*, montrer que :
on
2n + 2
7. Soit n € N*. Apres n lancers ayant tous donné la face rouge, vaut-il mieux parier sur le fait que le dé est le dé 1
ou sur le fait d’obtenir une face rouge au lancer n + 17

]P)leRzmnmRn (Dl) =

1. On a P(D,y) =
d’événements.

2. OnaPp,(Rn) = 2 et Pp,(Ry) = 1.

3. Par la formule des probabilités totales, on a

3, et P(D2) = 2. On a Dy = Dy, donc les événements D; et D, forment un systéme complet

P(R1) = Pp, (R1)P(D1) + Pp, (R1)P(D2) = 5+ 3

Ok

wN

4. OnaPp,(R1 n Ry) = Pp, (R1)Pp, (Rz2) = 5 par indépendance des événements R; et Ry pour la probabilité Pp, , et
Pp,(R1 N R2) = Pp,(R1)Pp,(R2) = 5. Ainsi, toujours par la formule des probabilités totales,

]P’(Rl N Rz) = ]PDl (R1 N Ry
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5. Avec le méme raisonnement, on obtient toujours par la formule des probabilités totales :
4 ~ ~ 2\n 1 1\ 2 2042
P DlRi = Pp, .OlRi P(D1) + Pp, .OlRi P(Dz) = (3)"3+(3)" 3 = gntL
Ainsi,
P(RiN...n Rnpy1) 27TH 42 37t 2" + 1
Per\.“ﬁRn(RnJrl) = = B = = .
P(Rin...nRy) 3n+2 gn 12 3(20 1 +1)
6. Par la formule de Bayes, on a
Pp,(Ri nR)P(D1) 5% 2
Pr,~Rr,(D1) = —% =923 _ 2
mons (D) P(R: N Ro) Z 3
Toujours par la formule de Bayes, on a
o (D)_]P’Dl(le...mRn)]P’(Dl)_ 2\"1 3~ 2n
oo A = T DRy A L A Ry) “\3) 32n42 242
caron a Pp, (R1 n...n Ry) = Pp,(R1)...Pp,(R,) par indépendance mutuelle des éléments R, ..., R, pour la
probabilité Pp, .
7. Nous cherchons & comparer les probabilités Pr, ~...~r, (D1) et Pr,~...nR, (Rn+1). On a :
2" 2"t 42 2" — 2
P la¥ ) D —P [a e Rn = - = o
Ry Rn( 1) Ry Rn( +1) 2n + 9 3 (2n + 2) 3 (271 I 2)
Ainsi, Pr,~...aR, (D1) — PR, ~...~R, (Rn+1) est du signe de 2™ — 2.
On en déduit que si n = 1, les deux paris ont méme chance de ’emporter, et il devient préférable de parier sur le
fait qu’on a le dé numéro 1 & partir du deuxiéme lancer.

Exercice 2 — Un ensemble de matrices

Pour tous complexes a, b, on note M (a,b) la matrice de .#5(C) donnée par

a b b
M(a,b) = [b a b
b b a

On note E = {M(a,b), a,b e C} ensemble des matrices de .#5(C) qui sont de la forme ci-dessus.

1. Justifier que E est un sous-espace vectoriel de .#3(C). Préciser dim E et donner une base de E.
2. Pour tous a,b € C, calculer det M (a,b). On donnera un résultat sous forme factorisée.
Préciser une condition nécessaire et suffisante sur a,b € C pour que la matrice M(a,b) soit inversible.
3. a. Pour tous a,a’,b,b’ € C, calculer le produit M (a,b) M(a’,d’).
b. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de .#3(C).

4. Montrer que si M (a,b) est inversible, alors M (a,b)~! € E, et calculer M (a,b)~!.

1 1 1
1. On a E = Vect 0 0 1| ] donc E est un sous-espace vectoriel de .#3(C).
10

Comme les deux matrices ci-dessus en sont pas colinéaires, la famille qu’elle forme est libre, et c’est donc une base
de E. Ainsi, dim E = 2.

2. En effectuant successivement Cy1 «— C7 + C2 + C3, une mise en facteur sur la premieére colonne, puis La <« Lo — L1,
Ls «— L3 — L1, on obtient une matrice triangulaire supérieure.

a b b a+2b b b 1 a b
det M(a,b) =[b a bl =] 1 a bl=(a+20)|0 a—b 0 |.
b b a 1 b a 0 0 a—b
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Donc
det M(a,b) = (a + 2b)(a — b)>.
Par conséquent, M (a,b) est inversible si et seulement si a = b et a = —2b.
3. a. On obtient facilement

M(a,b) M(a',b") = M(aa" + 20, ab’ + ba’ + bb').

b. L’ensemble E est un sous-espace vectoriel de .#3(C), et par conséquent un sous-groupe de .#3(C).
De plus, la question précédent montre que F est stable par multiplication interne.
La matrice unité I = M(1,0) appartient & F, donc F est un sous-anneau de .#3(C).

Enfin, bien que le produit matriciel ne soit pas commutatif dans .#3(C), il lest dans E, car la question précédente
donne
M(a,b)M(a',b") = M(a',b" )M (a,b).

4. On cherche quand M (a,b) est inversible dans E, i.e. quand il existe (a’,b’) tel que

M(a,b)M(a,b") = T = M(1,0).

Dapres 3a., cela équivaut au systéme

aa’ +2bb' =1
ab' +ba’ +bb' =0

soit un systéme linéaire en a’, b’ de déterminant

a 2b

D=1y a+b

‘ = (a + 2b)(a — b).

On a D # 0 < det M(a,b) # 0, donc M(a,b) est inversible dans E si et seulement si elle est inversible dans .#5(C).
Dans ce cas,

M(a,b)’1=M( hd) b )

(a—1b)(a+2b)’ (a—b)(a+2b)

Probléeme — Trigonalisation d’'un endomorphisme

On note E 'espace vectoriel R® = M3.1(R), que 'on pourra identifier & R? si besoin. On note par ailleurs 6" = (e1, ez, €3)
la base canonique de E.
On considere I’endomorphisme de E suivant :

x T +2y +2z
f+ly |~ 2y +z
z —r +2y +2z

On note Id Papplication identité de F et I3 la matrice unité de .#5(R).

1. On note M la matrice canoniquement associée a 'endomorphisme f, c’est-a-dire que M = Mats (f).
a. Expliciter la matrice M.
b. Vérifier que rg M = 3. Que peut-on en déduire concernant ’endomorphisme f 7
2. a. Pour tout A € R, calculer
det(Als — M)
On donnera un résultat factorisé.

b. Montrer qu’il existe exactement deux réels A tels que la matrice AI3 — M n’est pas inversible. On notera ces
deux valeurs respectives A1 et Ao, avec la condition Ay < As.

¢. Déterminer les rangs des matrices A3 — M et Axl3 — M.

d. En déduire que les sous-espaces vectoriels Ker (A Id —f) et Ker (A2Id —f) sont de dimension 1. Justifier
qu’ils sont en somme directe. Sont-ils supplémentaires dans FE 7
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e. Chercher, si ¢’est possible, un vecteur de Ker (A\Id — f) sous la forme

- ()

f. Chercher, si c’est possible, un vecteur de Ker (A2 Id — f) sous la forme

- ()

3. a. Montrer qu’il existe une infinité de vecteurs bz vérifiant f (b3) = by + 2b3 : donner une description paramé-
trique de ces vecteurs.

b. Montrer que, parmi ces vecteurs, il y en a un, et un seul, de la forme

o))

Dans toute la suite, by désigne ce vecteur particulier.

c¢. Vérifier que la famille # = (b1, ba, b3) est une base de E.

4. On note T la matrice de 'endomorphisme f relativement a la base B, c’est-dire que T = Mat g(f).

a. Montrer que T est une matrice triangulaire supérieure.

b. Dans toute la suite, on note @ la matrice de passage de la base € vers la base 4. Donner I'expression de
Q.

c¢. Justifier que la matrice @ est inversible et calculer son inverse.

d. Donner la relation liant les matrices M, T, Q et Q.

5. a. Montrer que, pour tout entier n € N il existe un réel a,, tel que

1 0 0
™ =1 0 2" a,
0o o0 27

et exprimer «,, en fonction de n.
b. Donner la relation de récurrence satisfaite par la suite (a,),,= -

6. Déduire, de ce qui précede ’expression de M™ pour tout n € N.

e D)
1. a. On a
1 2 2
M = 2 1
-1 2 2
b. On a
1 2 2 1 2 2
rgM)=rg| 0 2 1]=rg|0 2 1|=3,
-1 2 2 0 2 2

ou l'on effectue successivement les opérations

L3<—7L3;L1, Ls — Ly — Lo.

Ainsi, f est un isomorphisme.

2. a. On calcule le polynéme caractéristique :

11—z 2 2
P(z) =det(M —zI)=| 0 2 — a2 1.
-1 2 2—x

En effectuant I'opération
L1« L1+ (1 = JZ)L3,
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on obtient
1

1 =(2-2)’1-=x).

1

i
b. La matrice M — Al n’est pas de rang 3 si et seulement si son déterminant est nul, c’est-a-dire si A est une racine

de P.
Les deux réels pour lesquels M — AI n’est pas de rang 3 sont donc

c. Un calcul donne
rg(M — 1) =rg(M —2I) = 2.
d. Les noyaux ker(f — Id) et ker(f — 21d) sont chacun de dimension 1 d’apres le théoréme du rang.
Ils ne peuvent pas étre supplémentaires puisque

1+1=2<dim(R®) = 3.

En revanche, si
w € ker(f — Id) n ker(f — 21d),

alors
fw)=u et f(u) =2u,
donc u = 2u, puis u = 0.
Ainsi ces deux noyaux sont en somme directe, mais ne sont pas supplémentaires.

e. Puisque dans M — I la derniére colonne est la somme des deux premieres et que son noyau est de dimension 1,

1
ker(f — Id) = Vect 1
=1l

1
On pose donc b; = 1
—1
f- De méme, puisque dans M — 2I la somme du double de la premieére colonne et de la seconde colonne est nulle
et que son noyau est de dimension 1,

2
ker(f —21d) = Vect 1],
0
et 'on pose by = | 1
3. a. Si
f(b3) = by + 2bs,
alors
(f —21d)(b3) = bo,
et donc

(f —21d)?(b3) = 0.

La matrice de f — 21d dans la base canonique est

-1 2 0
-1 0 0],
1 -2 0
dont le noyau est
2 0
Vect 1],10]| | = Vect(b,e3).
0 1

Ainsi il existe a,b € R tels que
bs = abs + bes.
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Alors .
(f —2Id)(bs) = a(f —21d)(b2) + b(f —21d)(es) =b | 1
0

On doit donc avoir b =1, d’ou
bs = abs + e3, acR.

Réciproquement, tout vecteur de cette forme vérifie bien

f(bg) = by + 2bs.

Ainsi
{bs e R® | f(bs) = bz + 2b3} = {abs + €3, a € R}.
b. Si
bs = abz + es3,
alors
2a
b3 = a
1
2
Le seul vecteur bs dont la premiére coordonnée vaut 2 est donc | 1
1

¢. On calcule facilement rg Mate (%) = 3, donc % est une base de R®.
4. a. On obtient

1 0 O
T=\(0 2 1],
0 0 2
qui est bien triangulaire supérieure.
b. On a
1 2
Q=Matx(B)=|1 1 1
-1 0 1
c. La matrice @ est inversible et
-1 2 0
Q '=Matg(®)= 2 -3 -1
-1 2 1
d. On a
M =QTQ".
5. a. On écrit
T=D+N,
avec
1 0 O 0 0 O
D=0 2 0], N=|0 0 1
0 0 2 0 0 O

On vérifie que DN = ND et que N* = 0.
Par la formule du bin6éme,
T" = (D + N)" = D" +nD" " 'N.

Or
1 0 O
D=0 2 0 |, D" N =2""!N.
o o0 2"
Ainsi
1 0 0
™ =0 2" an], an =n2" L
o o 27
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b. On a ag = 0 puisque 70 = I.
Comme
Tt = T*T,
on obtient, par identification,
ant1 = 2" + 20
6. Pour tout n € N,
Mn — QT”Q_l,

ce qui permet d’obtenir apres calcul :

—142"(2—-n) 2+ (n—1)2"H
M=[|-1+2"2-n) 2+ (n—1)2"
1_2n _2+2n+1

n2"
n2"
27L
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