MPSI — Lycée Montesquieu 2025-2026

DS 8 — Concours blanc

12.05.2026 — 4h

— Les documents et la calculatrice ne sont pas autorisés.
— 1l est rappelé que :

* toute affirmation doit étre rigoureusement justifiée,
* tout résultat obtenu doit étre mis en valeur (encadré ou souligné).

— La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction sont autant de gages de bonne compréhension et compteront pour
une part non négligeable dans ’appréciation de la copie.

St un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il est invité a le signaler sur sa copie et d poursuivre sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené d prendre.

Probléme 1 — ALGEBRE

On désigne par R[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et par Ra[X ] le sous espace vectoriel formé
des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.

On rappelle que la base canonique de Ry[X] est # = (1, X, XZ).

Partie | — Changement de bases et division euclidienne

1. Etant donné trois réels deux a deux distincts a1, as et az, on considére trois polynomes Q1, Q2, Q3 de R[X] tels
que, pour tout (i,7) € {1,2,3}2,
Qi(ai) #0

Mountrer que (Q1,Q2,@3) est une famille libre.

2. On pose :
’ P = (X - 3)(x -5)
Py = =24(X —1)(X —5)
Py=1(X -1)(X -3)

Calculer P;(1), P;(3) et P;(5) pour i € {1,2,3}.
3. En déduire que & = (Py, P3, Ps) est une base de Ry[X].
4. Déterminer la matrice A de passage de la base & a la base .
5. On pose B = 8A.
a. Déterminer det(B), et justifier que A et B sont inversibles.

b. En déduire B~! aprés avoir exprimé la comatrice de B, puis A7'.

On pose Py = (X — 1)(X — 3)(X — 5). Pour tout polynéme P de R[X], on note P le reste de la division euclidienne
de P par P, et on considere 'application :
[+ RX] — R[X]
P — p
6. Montrer que f est linéaire.

7. Déterminer 'image de f.
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8. Déterminer le noyau de f.
9. Comparer les endomorphismes f2 et f. Reconnaitre f et en donner les éléments caractéristiques.
10. Montrer que pour tout P € R[X],

~

P = P(l)Pl + P(3)P2 + P(5)P3
11. Retrouver ainsi la matrice inverse de A. Reconnaitre la matrice A™1, et en déduire son déterminant sans calcul.

Partie Il — Calcul matriciel

On pose :

M =

O NN W

1
et [ = 0
0

S W N
w o O
O = O
_ o O

12. Calculer le produit (M — I)(M — 3I)(M — 5I), et justifier sans calcul que les facteurs de ce produit commutent
deux a deux.

13. On note
E = {al + bM + cM?, a,b,ceR}.

Justifier que E est un sous espace vectoriel de espace vectoriel .#5(R) des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients
réels.

14. Déterminer la dimension de E.

Dans la suite de ce probléme, pour tout polynome P = a + bX + cX? de Ry[X] avec a,b, c € R, on pose :
P(M) = al +bM + cM?.

On considere par ailleurs ’application
D Ry[X] — E

15. Montrer que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
16. Pour tout i € {1,2, 3}, on pose B; = P;(M).

a. En utilisant les questions 10 et 15, exprimer I, M et M? sous forme de combinaison linéaire de By, B, et
Bs.

b. Soit (i, ) € {1,2,3}? tel que i # j. Déduire de la question 12 le produit B;B;.

Probléme 2 — ANALYSE

Dans tout le probléme, ¢ désigne une fonction continue de R dans R. On suppose par ailleurs que :
o p(z) > 0 pour tout réel x sauf éventuellement en un nombre fini de réels ou ¢ s’annule,

o () T l,ouleRuU{+w}.

Le but de ce probléme est d’étudier, lorsqu’elle est bien définie, la fonction f telle que pour tout = réel, f(x) est
I'unique solution de ’équation d’inconnue y :

| Yoty dt = 1 (E.)

xr
Partie | — Un exemple explicite

Dans cette partie seulement, on pose ¢ : t — et définie sur R.

1. Montrer que pour tout z € R, 'équation (F,) d’inconnue y posséde une unique solution donnée par
f(z) =In(1+e").
2. Etudier les variations de f sur R. Déterminer les limites de f aux bornes de intervalle d’étude.

3. a. Montrer que la droite 2 d’équation y = x est asymptote a la courbe € représentant f au voisinage de +oo.
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b. Préciser le signe de la fonction = — f(x) — z, ainsi que la position de € par rapport a son asymptote.
4. Déterminer un développement limité a I’ordre 2 de la fonction f au voisinage de 0 .

5. Tracer l'allure de la courbe € dans un repere orthonormé, en utilisant les résultats des questions précédentes.

Partie Il — Existence de f dans le cas / =0

Pour tout x € R fixé, on pose
U
D, : UHJ p(t)dt
x
de sorte que I’équation (F,) d’inconnue y se récrit :

d, (y) =1 (Ex)

1

6. D tt ti lement, ¢ est défini L ———
ans cetre question seutement, @ €S ennie par ¢ — . (1 n t2)

a. Montrer que pour tous z,y € R,

Jy<p(t)dt <1.

x

b. En déduire que pour tout x réel, I’équation (E,) n’a pas de solution. Que vaut £ dans ce cas?

Dans tout le reste de ce probleme, on suppose que ¢ # 0.

7. On fixe z € R.

a. Justifier que ®, est dérivable sur R de dérivée ¢, puis qu’elle est strictement croissante sur R. Que peut-on
en conclure sur ’équation (E,)?

b. Rappeler la définition quantifiée de p(x) — £ dans les cas £ > 0 et £ = +c0.

r—+00
En déduire qu’il existe des réels zp et A > 0 tels que pour tout réel ¢t = x, on a p(t) = A.

¢. En déduire que @, (u) 7, T
uU——+00

d. Déduire des questions précédentes que I'équation (F,) posséde une solution unique.

Partie Il — Quelques propriétés de f
On reprend les notations de la partie II dont on pourra utiliser les résultats méme s’ils n’ont pas été démontrés.

On rappelle que pour tout réel x, f(x) désigne l'unique solution de l’équation (E,), c’est-d-dire que

et €¢ désigne la courbe représentative de la fonction f.

8. Montrer, en justifiant I’écriture, que pour tout = € R,

fla) = &5 (Do(x) +1).
9. En déduire que f est continue et strictement croissante sur R.

10. On suppose dans cette question que ¢ ne s’annule pas sur R. Montrer que f est de classe €' sur R et que pour

tout z € R,
o(z)
fla) = 20,
e(f(z))
11. On suppose dans cette question qu’il existe zg € R et € > 0 tels que :
o(xg) # 0
@(f(x0)) =0

vy e J\{f(z0)}, ¥(y) # 0,
ot J =|f(wo) — ¢, f(wo) + €.

a. Montrer qu’il existe > 0 tel que, en notant I =]xg —n,z¢ + 5[, on a

vae D\ {ao}, (x) = %
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b. En déduire que f n’est pas dérivable en xo et que la courbe €; posséde une tangente verticale au point
d’abscisse xg.

12. Dans cette question ¢ = +00. Soit un réel ¢ > 0.
a. Justifier qu’il existe a € R tel que
Vi =a, p(t) > L.
b. En déduire que pour tout = > a, |f(z) — x| < . Que dire de I'allure de la courbe € au voisinage de +00 ?

13. Dans cette question, on suppose que £ € R . Etudier Pexistence d’une asymptote & ¢ en 400, dont on donnera
I’équation le cas échéant.

14. Dans cette question, on suppose ¢ paire, et on note I'y = {(z,y) € R?, y = f(x)}.
a. Soit (x,y) € R% Montrer que (z,y) € I'y si et seulement si (—y, —x) € I'y.

b. En déduire que ¢y possede un axe de symétrie & déterminer.
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