MPSI — Lycée Montesquieu 2025-2026

DS 8 — Concours blanc

Corrigé

Probleme 1 — ALGEBRE
On désigne par R[X] l'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et par Ry[X] le sous espace vectoriel formé
des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.

On rappelle que la base canonique de Ry[X] est 2 = (1, X, X?).

Partie | — Changement de bases et division euclidienne

1. Etant donné trois réels deux a deux distincts aq, as et agz, on considére trois polyndmes Q1, Q2, Q3 de R[X] tels
que, pour tout (4,5) € {1,2,3}2,
Qi(a;) =0sii#j
Qi(a;) #0
Montrer que (@1, @2, Q3) est une famille libre.

2. On pose :
P = 1(X ~3)(X ~5)

Py = 54X — 1)(X —5)
Py = L(X —1)(X —3)

|

ool

Calculer P;(1), P;(3) et P;(5) pour i € {1,2,3}.
3. En déduire que & = (Py, P2, Ps) est une base de Ry[X].
4. Déterminer la matrice A de passage de la base & a la base Z.
5. On pose B = 8A.
a. Déterminer det(B), et justifier que A et B sont inversibles.

b. En déduire B~! aprés avoir exprimé la comatrice de B, puis A71.

On pose Py = (X — 1)(X — 3)(X — 5). Pour tout polynéme P de R[X], on note P le reste de la division euclidienne
de P par P, et on considere I'application :

[+ RIX] — R[X]
P — P

Montrer que f est linéaire.

Déterminer 'image de f.

Déterminer le noyau de f.

© »® 3>

Comparer les endomorphismes f2 et f. Reconnaitre f et en donner les éléments caractéristiques.

10. Montrer que pour tout P € R[X],
P =PQ)P, + P(3)Py + P(5)Ps.

11. Retrouver ainsi la matrice inverse de A. Reconnaitre la matrice A™!, et en déduire son déterminant sans calcul.

Partie Il — Calcul matriciel

On pose :

I
O N W
S W N
w o O
O = O
= o O

1
et I = 0
0
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12. Calculer le produit (M — I)(M — 3I)(M — 5I), et justifier sans calcul que les facteurs de ce produit commutent
deux a deux.

13. On note
E = {al + bM + cM?, a,b,ceR}.

Justifier que E est un sous espace vectoriel de 'espace vectoriel .#5(R) des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients
réels.

14. Déterminer la dimension de E.

Dans la suite de ce probléme, pour tout polynéme P = a + bX + c¢X? de Ry[X] avec a,b, c € R, on pose :

P(M) = al +bM + cM?.
On consideére par ailleurs ’application
D Ro[X] — E
P —  P(M)

15. Montrer que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
16. Pour tout i € {1,2,3}, on pose B; = P;(M).

a. En utilisant les questions 10 et 15, exprimer I, M et M? sous forme de combinaison linéaire de By, By et
Bs.
b. Soit (i,7) € {1,2,3}? tel que i # j. Déduire de la question 12 le produit B;B;.

1. Supposons qu’il existe A1, A2, A3 € K tels que A1Q1 + X2Q2 + A3Q3 = Or[x]
Pour i € {1, 2, 3}, en évaluant en a; la relation précédente, on obtient \;@Q; (a;) = 0. Comme Q; (a;) # 0, on a \; = 0,
ce qui montre que la famille (Q1, Q2, @s3) est libre.

2. Un calcul élémentaire donne :

Pi(1) =1, Pi(3) =0, P(5) =0,
P(1) =0, Pa(3) =1, Pa(5) = 0,
Ps(1) =0, P3(3) =0, P5(5) = 1.

3. D’apres la question précédente, en posant a1 = 1, a2 = 3 et ag = 5 la famille (Py, P>, P3) vérifie pour ¢, 5 € {1, 2,3},

Pi(aj)=0 sii#j
P; (al) #0
ainsi la famille (Py, P2, P3) est libre.

Puisque cette famille libre comporte 3 vecteurs de R2[X ] et que R2[X] est de dimension 3, la famille (Py, P, P3) est
une base de Ro[X].

4. Un calcul simple donne :

Pi(X)= ¥ - X +1X° B
P(X)=-3+2X-1X*> donc A=| -1 % -1
3 1 1 2 1 1 1
B(X)=5-3X+5X 5 ~1 s
5. a. Ona
15 —10 3 gr—gl—gs 12 —4 1 12 —4
|B| = |84] = |-8 12 4l LT g o4 4| = ‘_4 4‘ — 39.
1 -2 1 0 0 1

Comme det B # 0, la matrice B est inversible, donc A = éB également. On peut aussi bien str remarquer que
A est inversible comme matrice de passage.

b. On a
4 4 4
ComB = (4 12 20 ).
4 36 100

4 4 4 1 1 1
Par conséquent, on a B! = = Com(B)" = =4 12 36 ) =3%(1 3 9] Ainsi
4 20 100 1 5
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10.

11.

12.

13.
14.

Comme Py # 0, la division euclidienne d’un polynéme P € R[X] par Py existe : on peut écrire P = PyQ + P avec
deg P < 3.

Pour tout couple (Pi, P2) de polyndmes et pour tout couple (A1, A2) de nombres réels, on peut écrire les divisions
euclidiennes :

P1=P0Q1+]31
P, =PQ2+ P

ol Q1,Q2 € R[X]. On sait que deg 131 < 3 et deg ]32 < 3. D’ou
AP+ APy = (MQ1 + A2Q2) Po + (/\1131 + )\2132).

Or deg()\1]31(X) + XPy(X)) < max(deg(}sl),deg(ﬁz)) < 3, ce qui montre que I'écriture ci-dessus est la division
euclidienne de A\ P1 + X2 P2 par Py. Ainsi, f(AP1(X) + X2P2) = M Pi(X) + Ao Pa(X) = M f(P)1 + Ao f (P2), ce qui
prouve que 'application f est linéaire.
Montrons que Im f = Ry[X].

— Il est immédiat que Im f < Ra[X].

— Si P e Ro[X], alors f(P) = P car P = Py -0+ P avec deg P < 3, ce qui prouve que Ro[X] < Im f.
Si PeR[X], on a

PeKerf & f(P)=0 « 3QeR[X], P = PQ.

Ainsi, Ker f = {PQ, Q € R[X]} = Py R[X].
Pour tout P € R[X], comme deglB <3ona f(ﬁ) = 13, soit f(f(P)) = P. Ainsi, f? = f, ce qui montre que f est un
projecteur.
L’application f est donc la projection sur Im f = Ry[X] parallelement & Ker f = Py R[X].

Puisque P € Ro[X], P se décompose de maniere unique sur la base & de Rz[X] : il existe un unique triplet
()\1,A2, )\3) e R3 tel que P = X\P + XoP5 + A\3P5.

On en déduit que P(1) = A Pi(1) = A1 car Py(1) = 0 et Ps(1) = 0. De méme, on a P(3) = AaPa(3) = Az et
P(5) = X\3P3(5) = As.

En outre, P = P,Q + P. Comme Py(1) = Py(3) = Py(5) = 0, on a P(1) = P(1), P(3) = P(3), P(5) = P(5). Donc

P = P(1)P1 + P(3)P, + P(5)Ps.

Puisque A est la matrice de passage de la base % a la base &, A~! est la matrice de passage de & & %. On obtient
donc linverse de A en décomposant 1, X, X2 sur la base (P1, P2, P3).

En utilisant la relation précédente, on obtient, en donnant & P les valeurs 1, X, X2 :

1=P+P,+Ps 1 1
X =P +3P,+5P; ce qui donne bien A7l = 1 3 9
X2 =P 4+ 9P 4+ 25P3 1 5 25

On reconnait une matrice de Vandermonde associée aux réels a1, az,as donnés par a1 = 1, a2 = 3, a3 = 5. On sait
alors que det(A™") = [ (aj —a;)=B—1)(5-3)(5—1) = 16.

1<i<j<3

On note que ceci est conforme avec le résultat de la question 5b. En effet |[A™'| = 5 = |11B| = 1|B| =& —16.
8 83

Un calcul simple prouve que (M — I)(M — 3I)(M — 5I) = 0. Comme M1 = IM, le produit des autres facteurs
obtenus par permutation sont égaux au produit précédent. Les différents produits sont donc tous nuls.

Par définition, £ = Vect (I7 M, M2), donc E est le sous-espace vectoriel engendré par I, M, M?.

Remarquons qu’on a

13 12 0
M>=| 12 13 0©
0 0 9

Supposons qu'’il existe z,y, z € R tels que I + yM + zM? = 0. Ainsi, on a le systéme :

r+3y+132=0
2y+122 =0
z+3y+92=0

En retranchant la premiére équation & la derniére, il vient z = 0, puis y = 0 et enfin z = 0. La famille (I, M, M 2)
est donc libre.

Puisqu’elle est génératrice de F, c’est donc une base de E, et on a montré que dim F = 3.

3/8



MPSI — Lycée Montesquieu 2025-2026

15. Soient 1,009 € Ret Pl, P e RQ[X] On note P; = a1+b1X+ch2 et P = a2+b2X+02X2, ol ai, b1, c1, a2, bQ,CQ e R.
On a :
(a1 P1 + a2 P2) = (a1a1 + aza2) + (a1br + azb2) X + (a1c1 + azcs) X2
D’ou : 5
D (a1 P1 + a2 Py) = (anar + azaz) I + (a1bi + asb2) M + (aic1 + aca) M

= 1 (a1I + b1 M + C1M2) =+ aio (az[ + b M + C2M2) .
Ainsi, @ (a1 P1 + aoPs) = a1 ®(Py) + a2® (P2), ce qui montre que @ est linéaire.

Puisque ® transforme la base (1, X, XQ) en la base (I, M, M2) de E, on sait que ® est bijective. Ainsi, ® est un
isomorphisme de Rz[X] sur E.
16. a. D’apres la question 10., on a :
1= Pi(X) + P(X) + P3(X)
X =Pi(X) +3P(X) +5P3(X)
X? = P (X) 4+ 9P2(X) + 25P3(X)

Comme ® est un isomorphisme, on a

@(1):¢(P1)+CD(P2)+¢'(P3) I =By + B> + Bs
D(X) =D (P1)+ 3D (P) + 5D (Ps) d’ou M = B; +3B> + 5B3
(I)(XQ):(I)(P1)+9(I)(P2)+25(I)(P3) M2:Bl+932+2533
b. Par définition des B;, on a :
By = Pi(M) = (M —3I)(M — 5I)
By = P,(M) = —i(M—])(M—b’])
Bs = P3(M) = é(M —I)(M —3I)

D’apres 15, on peut permuter les facteurs dans le produit (M — I)(M — 3I)(M — 5I), donc on a :

BB, = —3%(1\4 _ I)(M — 31)(M — 5I)(M — 5I) = 0(M — 5I) = 0

De méme, on a immédiatement B; B; = 0 pour tous 7, j € {1, 2,3} tels que ¢ # j.

Probleme 2 — ANALYSE

Dans tout le probléme, ¢ désigne une fonction continue de R dans R. On suppose par ailleurs que :
o p(z) > 0 pour tout réel x sauf éventuellement en un nombre fini de réels ou ¢ s’annule,

o p(z) T ¢, onleRu{+w}.

Le but de ce probleme est d’étudier, lorsqu’elle est bien définie, la fonction f telle que pour tout = réel, f(x) est
I'unique solution de 1’équation d’inconnue y :

[Fetmar =1 (E.)

Partie | — Un exemple explicite
Dans cette partie seulement, on pose ¢ : t — e! définie sur R.
1. Montrer que pour tout x € R, I"équation (F,) d’inconnue y posséde une unique solution donnée par
f(z) =In(1+¢€").

. Etudier les variations de f sur R. Déterminer les limites de f aux bornes de I'intervalle d’étude.

w

a. Montrer que la droite 2 d’équation y = = est asymptote a la courbe € représentant f au voisinage de +0.

b. Préciser le signe de la fonction z — f(z) — z, ainsi que la position de €5 par rapport a son asymptote.

>~

. Déterminer un développement limité a 1'ordre 2 de la fonction f au voisinage de O .

ot

. Tracer l'allure de la courbe €7 dans un repere orthonormé, en utilisant les résultats des questions précédentes.

Partie Il — Existence de f dans le cas / =0
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Pour tout x € R fixé, on pose
U
D, : UHJ p(t)dt
xr
de sorte que I'équation (F,) d’inconnue y se récrit :

6. Dans cette question seulement, ¢ est définie par ¢ : t —» ————.
m(1+t2)

a. Montrer que pour tous z,y € R,

Jy p(t)dt < 1.

x

b. En déduire que pour tout x réel, ’équation (E,) n’a pas de solution. Que vaut ¢ dans ce cas?

Dans tout le reste de ce probleme, on suppose que ¢ # 0.

7. On fixe x € R.

a. Justifier que ®, est dérivable sur R de dérivée ¢, puis qu’elle est strictement croissante sur R. Que peut-on
en conclure sur ’équation (E,)?

b. Rappeler la définition quantifiée de ¢(x) — £ dans les cas £ > 0 et £ = +c0.

T—+00

En déduire qu’il existe des réels 2o et A > 0 tels que pour tout réel ¢ = xg, on a p(t) = A.

c. En déduire que ®,(u) — +00.
u—+00
d. Déduire des questions précédentes que I'équation (F,) posséde une solution unique.
Partie Il — Quelques propriétés de f

On reprend les notations de la partie II dont on pourra utiliser les résultats méme s’ils n’ont pas été démontrés.

On rappelle que pour tout réel x, f(x) désigne l'unique solution de l’équation (E,), c’est-d-dire que

et €5 désigne la courbe représentative de la fonction f.

8. Montrer, en justifiant I’écriture, que pour tout = € R,

fla) =@ (Ro(x) +1).
9. En déduire que f est continue et strictement croissante sur R.

10. On suppose dans cette question que ¢ ne s’annule pas sur R. Montrer que f est de classe €' sur R et que pour

tout x € R,
o(z)
fa) = o
o(f (@)
11. On suppose dans cette question qu’il existe zg € R et € > 0 tels que :
¢(z0) # 0
¢(f(z0)) =0

Vy e J\{f(z0)}, ¢(y) # 0,
ou J =]f(zo) — ¢, f(zo) + -
a. Montrer qu’il existe n > 0 tel que, en notant I =]xg — 1,29 + n[, on a

Vo e I\ {zo}, f(z) = m.

b. En déduire que f n’est pas dérivable en xo et que la courbe €; posséde une tangente verticale au point
d’abscisse xg.

12. Dans cette question ¢ = +00. Soit un réel € > 0.
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a. Justifier qu’il existe a € R tel que
Vi =a, p(t) > L.

b. En déduire que pour tout = > a, |f(z) — x| < €. Que dire de l'allure de la courbe € au voisinage de +00 ?

13. Dans cette question, on suppose que £ € R . Etudier Pexistence d’une asymptote a €5 en +00, dont on donnera
I’équation le cas échéant.

14. Dans cette question, on suppose ¢ paire, et on note I'y = {(z,y) € R?, y = f(x)}.
a. Soit (x,y) € R% Montrer que (z,y) € I'y si et seulement si (—y, —x) € I';.

b. En déduire que €y possede un axe de symétrie a déterminer.

1. Soit = € R. Pour tout y € R, on a
Y t
J edt=1 o e/ —e"=1 < y=In(1+e").
x

Ainsi, dans le cas présent, (E;) a pour unique solution y = In(1 + e®).
2. La fonction f est strictement croissante sur R comme composée des fonctions
o x+— 1+ e qui est définie et strictement croissante sur R, a valeurs dans RY,

o x — In(x) qui est définie et strictement croissante sur R .

Par composition de limite, on a f(z) = In(1 + €%) =7, T® et f(z) — 0.
x—+00 z——00

3. a Pourtoutz€R,ona f(z) =In(1+e”)=In(e” (e™® +1)) =In(e”)+In(e™*+1) =z +In(e”® + 1). Comme

1ir}_1 In (efz + 1) = 0, la droite d’équation y = x est asymptote & la courbe représentative ¢y au voisinage de
x—+00

+00.

b. Pour tout z € R, on a f(z) —z = In(1 + e™") > 0, donc la courbe €} se situe au-dessus de son asymptote en
+00.
4. On a tout d’abord
2

f(z) = 1n(2+x+%+o(az2)) = ln2+1n(1+g+%2+0(x2)).

On utilise ensuite le développement limité In(1 + u) = u — % +o (u2). On obtient :

2 2
a8 4B 1 /x\2 9 @B B 2
f(x) = n2+ (§+Z) 75(5) +o(z*) = 1n2+§+§+o(x ).
Ainsi, la droite d’équation y = 5 + In2 est tangente & la courbe ¢’ au point d’abscisse 0.
7)2
8
5. Gréce aux questions précédentes, on obtient le graphique suivant :

Par ailleurs, comme f(z) —In2— § = > 0, on en déduit que € est localement au-dessus de sa tangente en 0.

_/

7

6. a. Pour tous z,y € R, on a

& & 1 1 1 1
ch(t)dt = L 018 = }[arctant]g = ;(arctanx—arctany) < ;(g— (—g)) <1

car arctan est & valeurs dans | — 7, T[.
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8.

10.

11.

b. On fixe x € R. D’apres la question précédente, il n’existe pas de réel y tel que Sz p(t)dt = 1, donc (E,) n’a pas
de solution.

Par ailleurs, on a lim —2L—< = 0, donc £ = 0.
t—400 ""(1+’52)

a. Par le théoreme fondamental de I’analyse, comme ¢ est continue sur sur R, la fonction ®, est dérivable sur R,
de dérivée . Comme @/, = © est positive et ne s’annule qu’en un nombre fini de points, on sait que ®, est
strictement croissante.

Ainsi, comme ®, strictement croissante sur R, ’équation (E) admet au plus une solution sur R.
b. — Cas{ =+ :ona p(x) - +0o < VAeR, dzo e R, Vi = xo, ¢(t) = A.
x—+00
On peut par exemple choisir A = 1 et on a ainsi démontré ’existence de xp € R et A > 0 tels que pour
tout t = mo, ¢(t) = A.
— Cas £>0:on a ¢(x) - ! & Ve>0, dz0 e R, Vt =z, |p(t) — 4| <e.
xr—+00

On choisit ¢ = g, on a alors existence de zg € R tel que pour tout ¢t = o, on a |¢(t) — 4| < g, ce qui
entraine ¢(t) — £ > —%, ou encore ¢(t) > £.

On a donc bien montré que pour A = g et xo le réel ci-dessus, on a ¢(t) = A pout tout t > zo.

c. Pour tout réel u tel que u > x et u > xo, on a

u (0 u u
) = [ ewd = [Temdes [ pwde > @ o)+ [ aa
T T z0 zo

car pour tout ¢ € [zo,u], on a p(t) = A. Ainsi, pour tout u > max(z,x), on a P, (u) = Py (x0) + A(u — o).

Comme A >0, on a A(u—x9) —> 400, donc par comparaison P, (u) — +00.
u— +00 u—+00

d. Comme
— la fonction ®, est continue sur R,
— ®u(z) =0 et Py(u) WS T
le théoréme des valeurs intermédiaires assure que I’équation ®,(y) = 1 admet une solution dans ]z, +o[. On a

vu d’autre part que cette équation a au plus une solution. On a donc bien montré que (E,) admet une unique
solution.

Nous avons vu que la fonction ®g est strictement croissante et continue sur R, le théoréme de la bijection assure
donc qu’elle réalise une bijection de R sur son image. Par la relation de Chasles,

f(x) f (=) x
[ e = [ ewar= [ e = o(r@) - o(e)
donc ®o(f(z)) — ®o(x) = 1, cest-a-dire Do (f(x)) = Po(x) + 1. On en déduit que f(z) = &5 (Po(x) + 1).

Nous avons vu en 7a que la fonction ®g est continue et strictement croissante sur R. Ainsi, la fonction @7 L est
également continue et strictement croissante sur 'intervalle ®o(R). Par composition de telles fonctions, la fonction
f est continue et strictement croissante sur R.

La fonction ® a pour dérivée ¢ qui est continue sur R, donc ®q est de classe €' sur R. Par ailleurs, comme ¢ ne
s’annule pas sur R, le théoreme de dérivation d’une réciproque assure que @ 1 est dérivable sur son intervalle de
définition. Par composition de fonctions dérivables, la fonction f : x +> &5 ' (®o(z) + 1) est donc dérivable sur R.

Par ailleurs, comme on a ®o(f(z)) = ®o(x) + 1 pour tout = € R, on obtient en dérivant que pour tout z € R,
’ / & , NIET ’ _ ) s / _ QO(CL')
f(@)®o(f(z)) = ®o(x), clest-a~dire [ (z)p(f(z)) = ¢(z), dou f(z)=—">*

Comme on sait que les fonctions ¢ et f sont continues sur R, la fonction f’ ’est aussi, et on a bien montré que f
est de classe €* sur R.
a. On note d’abord qu’on sait que ®;' est dérivable en ®o(x) + 1 si ®H(®; " (Po(z) + 1)) = 0, c’est-a-dire si

¢(f(x)) = 0.
Par ailleurs, par continuité de f en xo, on sait qu’il existe n > 0 tel que pour tout z € I =|zo — 1, zo + 7, on
a f(z) € J =]f(w0) — &, f(zo) + €.
Comme f est strictement croissante, si x € I\{zo}, on a f(z) = f(zo). Finalement, on a f(x) € J\{f(x0)}, ce
qui entraine que ¢(f(z)) = 0. D’aprés ce qui précéde, ®; ' est donc dérivable en ®q(x) + 1, et par composition
f est dérivable en x.

On peut alors reconduire le calcul de la question précédente, et on a bien obtenu

vz e I\{zo}, f'(z) = %.
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b. Par continuité de ¢, on a p(x) —> @(xo) > 0. Par ailleurs, comme @ o f est continue et ¢ est positive, on a
o(f(z)) — 0. Ainsi, s
T—xT(

/ _ ‘P(x) .
F@) = Sfta) a= T

D’apres le théoreme de la limite de la dérivée, la courbe ¢y admet donc une tangente verticale en xo.
12.  a. On a ¢(t) P +0, donc par définition, on peut trouver un réel a tel que pour tout ¢t = a, p(t) = é
—+00

b. Soit > a. Comme P, (z) = 0 et P.(f(z)) =1, on a z < f(x) par stricte croissance de ®,. Par ailleurs, comme
x> a,onag(t) > L pour tout ¢ € [z, f(z)], donc par croissance de I'intégrale :

f(x) f(x)
- j p(t)dt > f L lg@—a)

@ @ € €

ce qui montre que f(z) —z < ¢, et méme |f(z) —z| = f(z) — 2 < e car on a vu que f(z) > z.
€

On a ainsi montré : Ve > 0, Ja € R, = > a = |f(z) — x| < ¢, c’est-a-dire que f(z) — = o 0.
r—+00

En d’autres termes, la courbe ¢ a pour asymptote au voisinage de +o0 la droite d’équation y = z.

13. Soit € > 0. Comme ¢(t) - ¢, il existe : © a € R tel que pour tout ¢ = a, on a (t) = %,
r—+00
o beR tel que pour tout t = b, on a |p(t) — 4| < e g.
f(z) f(@) Y 2
7Six>a,alorsl=J‘ np(t)dm}f 5dt= (f(x)—a:)g,doncf(m)—xg 7

— Si z > max(a,b), on a

1 —£(f(z) —2)| =

f(z) f(x)
J ga(t)dt—J Zdt'=

x x

ff(z)(@(t) —0) dt' < Jﬂx) lp(t) — ¢ dt < Jf(z)sé.

x x x 2

Par conséquent, |1 — £(f(z) — )| < e £(f(z) —z) <e.

Ceci démontre que £(f(z) — ) - 1,donc f(z) —x — ¢, puis f(z)— (z+4) — 0.
T—+00

T—+00 e T—>+00
Finalement, la droite d’équation y = x + % est asymptote a la courbe €.

14.  a. Soit (z,y) € I'y. On a alors en faisant le changement de variable s = —t, comme y = f(z),

J_:“"(t)dt B Lz@(—dt) = —f:sﬂ(s)ds = Jyso(s)ds - 1.
=p(s)

Ainsi, on a montré que —z = f(—y), c’est-a-dire que (—y, —x) € I'y. En appliquant ceci en remplacant = par
—y et y par —z, on obtient la réciproque.

b. On déduit de la question précédente que la droite d’équation y = —z est un axe de symétrie de %7.
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