MPSI — Lycée Montesquieu 2025-2026

DS 7 — Version 2

Corrigé

Exercice 1 — Endomorphismes cycliques d’un espace vectoriel

Soient E un R-espace-vectoriel réel et n € N*.

¢ On dit qu'un endomorphisme f € Z(FE) est cyclique 8'il existe a € E tel que la famille F = Vect (fk(a))
Dans ce cas, on dit que a est associé a f.

keN"

o Pour tout endomorphisme f € .Z(F), on introduit les notations :

C(f)={9e Z(E), gof= fog} lensemble des endomorphismes commutant avec f,
P(f) ={aoldg +arf+ -+ apf¥, keN, (ao,...,a;) e RFF}.

Dans toute la suite, f désigne un endomorphisme de E.
Partie | — Questions préliminaires

1. Montrer que €(f) est un sous-espace vectoriel de (Z(E), +, -), contenant Idg et stable par composition.
2. Soit g € €(f), montrer que Z(g) < € (f).

Partie Il — Etude générale en dimension finie

On suppose dans cette partie que E est de dimension finie, égale a n, que f est cyclique et ’on considere a € E associé
af.

3. Justifier I'existence d'un plus grand entier p € N tel que (a, f(a), ..., fP~1(a)) soit une famille libre.

4. Montrer que (a, f(a),..., fP~1(a)) est une base de E. En déduire la valeur de p.

5. Soient g € €(f) et ag,...,an_1 € R tels que g(a) = aga + aif(a) + -+ + a,—1 " 1(a). On note
h =aldg+arf+...+ Ozn_lfn_l.
Montrer que g = h.
6. En déduire que € (f) = 2(f).
7. Montrer que (Idg, f,..., f"!) est une base de Z2(f).

Partie 11l — Cas particulier : dérivations discrete et formelle en dimension finie

Dans cette partie, on suppose que E = R, [X] et on fixe @ € R*. On considere les endomorphismes D et A de R, [X]
définis par
D:P—P et A:P— P(X+a)—PX).

8. Montrer que si P € R, [X] n’est pas constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1.
9. En déduire que A est cyclique. Quels sont les polynémes associés a A ?
10. Montrer que D € Z(A).
11. Montrer que D est cyclique.
12. Montrer que € (D) = € (A).
Partie IV — Dérivations discréte et formelle en dimension infinie
Dans cette partie, a € R* et on considere toujours les applications
D:P—>P et A:P— P(X+a)—PX),

que l’on voit cette fois comme des endomorphismes de R[X]. Soit ¢ € € (A).

1/7



MPSI — Lycée Montesquieu 2025-2026

13. Soient P € R[X] et n € N. Montrer que P € R,[X] < A"T}(P) = 0.
14. En déduire que, pour tout n € N, R, [ X] est stable par ¢.

15. Montrer alors que, pour tout P € R[X], ¢ (P’) = [¢(P)]'.

16. Montrer que € (A) = €(D).

17. Montrer que A n’appartient pas a (D).

1. Soit ¢ : Z(E) > Z(E),g+— go f — fog. Alors ¢ est linéaire, par linéarité de la composition, et € (f) = Ker ¢.
Ainsi, €(f) est un sous-espace vectoriel de .Z(E).
De plus, Idgof — foldr = f — f = 0 (g), donc Idg € €(f).
Enfin, si g,h € €(f), alors
fol(goh)=fogoh=gofoh=gohof
donc go h € €(f). Ainsi, €(f) est stable par composition.
2. Comme g € €(f) et comme %(f) est stable par composition, pour tout k € N, g¥ € €(f). Comme Idg € €(f), ceci
s’étend a k = 0.
Par stabilité de € (f) par combinaisons linéaires, Z#(g) < €(f).

3. Avec p = 1, la famille est (a), qui est libre car a ne peut étre nul (sinon, E = {Og}, et n = 0). De plus, comme E
est de dimension n, toute famille libre contient au plus n éléments. Ainsi, I’ensemble des entiers naturels p tels que
(a, f(a),..., fP""(a)) est libre est non vide et majoré : il admet donc un plus grand élément.

Il existe donc un plus grand entier p tel que ( a, f(a),..., fF~'(a) ) est une famille libre.

4. Comme (a, f(a),..., f*""(a)) est libre mais (a, f(a),..., f’(a)) ne l'est pas, on a f*(a) € Vect (a, f(a),..., f*""(a)).
Par une récurrence immédiate, pour tout k > p, f*(a) € Vect (a,f(a), .. .,f”fl(a)). Ainsi, Vect (fk(a),k € N) =
Vect (a, f(a), ..., fP*(a)). Par définition, Vect (f*(a),k € N) = E, donc (a, f(a),..., f~'(a)) engendre E.

Ainsi, (a, fla),..., fpfl(a)) est une base de E.
Comme cette famille posseéde p éléments et que F est de dimension n, on a immédiatement p = n.

5. Soit k € [0,n — 1]. Comme f € €(g), on a f* € €(g), alors :

n—1 n—=1 n—1
9(ff @) = fHgla)) = f* (Z az’f(d)) = > aiff(a) = ) aif'(f*(a)) = h(f*(a)).
i i=0 i=0
Ainsi, g et h coincident sur la base (a, f(a),..., f"~'(a)), donc coincident sur E.
6. La question précédente montre I'inclusion € (f) < Z(f).
Par ailleurs, il est clair que f € €(f), donc d’apres la question 2., Z(f) < €(f). Finalement, € (f) = 2(f).

7. D’apreés la question 5 et comme €' (f) = 2(f), la famille (Idg, f,..., f*"") engendre 2(f). Il suffit donc de montrer
qu’elle est libre.
Supposons que Ao Idg +Aif... + A1 f"! = 0« (E), avec Ao,...,An—1 € R. Ainsi, en évaluant en a, on obtient
Xoa + Aif(a) + ...+ A1 (a) = 0. Par liberté de la famille (a, f(a),..., f" *(a)),ona Xo = ... = A\p—1 = 0.

8. Par linéarité de A, il suffit de le vérifier sur X* pour chaque 0 < k < n. Or, si 0 < k < n, on a, par la formule du

binéme de Newton,
Ler k=l [}
X k _ Xigh—i — x* Xigh—i
(X + o i;] <z) 1o} + i;) ; o

donc
e AN
A Xk — (X k _Xk _ Xia
(X") = (X + ) 3 (5)xe
est de degré k — 1. Ainsi, si P € R,[X]\R, deg(A(P)) = deg(P) — 1.

9. On en déduit directement que, si P est de degré n, pour tout 0 < k < n, alors deg (Ak (P)) = n — k. La famille
(P,A(P),...,A™(P)) est donc échelonnée en degrés. C’est donc une famille libre de n + 1 = dim R,,[X] polynémes
de R, [X], donc une base de R, [X] : elle engendre notamment R,,[X], donc A est cyclique.

On a vu que tout polynéme de degré n est associé & A. Réciproquement, si P € R,[X] n’est pas de degré n, alors
pour tout k € N, deg (A*(P)) < deg(P), donc X™ n’est pas engendré par la famille des A*(P).

Ainsi, A est cyclique et les polynémes associés & A sont les polynémes de degré n.
10. D’apreés de résultat de la question 6, il suffit de montrer que D € € (A). Or, si P € R,[X], alors

D(A(P)) = [P(X +a) — P]' = P/(X +a) — P' = A(P)) = A(D(P)).

On a donc bien Do A = Ao P, donc D € Z(A).
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11. Comme & la question 9, si P est de degré n, alors D*(P) = P est de degré n — k pour tout k € [0,n — 1], donc la
famille (P, P’ ..., P(">) est échelonnée en degrés. C’est donc une famille libre de n + 1 = dimR,,[X] polynémes de
R,[X], donc une base de R,,[X] : elle engendre notamment R, [X], donc D est cyclique.

12. On a D € ¥(A), donc d’apres les premiéres questions, tout polynéme en D commute avec A :
€ (D) = Z(D) c €(A).

Par symétrie, on a l'inclusion réciproque, donc € (D) = € (A).
13. Si P € R,[X] alors, d’aprés la question 8, pour tout 0 < k < deg P, deg (A*(P)) < n —k, donc A"(P) € R, donc
A"THP) = 0.
Réciproquement, si deg(P) = n + 1, alors par le méme raisonnement, deg (A"H(P)) > 0, donc A"T(P) # 0.
On a donc bien P € R,[X] & A" (P) = 0.

14. Soit n € N et P € R, [X]. Comme ¢ commute avec A, ¢ commute avec A", Alors, d’aprés la question précédente,
A" (p(P)) = ¢ (A""(P)) = (0) = 0.

On a donc bien ¢(P) € R, [X], donc R,,[X] est stable par .

15. Soit P € R[X], soit n = deg(P). Alors, en considérant les restrictions de D et A & R,,[X] (on se place donc dans le
cas de la partie précédente), comme ¢ commute avec A et comme R, [X] est stable par ¢, alors ¢, [x] commute
avec Ar,[x], donc avec Dr,,[x], d’apres le résultat de la question 12. Directement,

¢ (P') = ¢rarx] (Dira1x1(P)) = Dirax] (Pra1x1(P)) = ©(P)

16. La question précédente montre que ¢ (A) c € (D).

11 suffit de reprendre les trois questions précédentes en échangeant D et A pour obtenir I’inclusion réciproque.
Ainsi, €(A) = €(D).
17. Supposons que A € Z(D). 1l existe donc n € N et aw, ..., an € R tels que

A = ap IdR[X] +a1D + -+ anD"
Or A (X"H) = (X + )" — X! a pour terme constant o™ # 0, tandis que

[ao Idprxy]+01D + -+ + oann] (X"H) = ap X"t + ar(n+ )X+ +ap(n+ 1)1 X

a pour terme constant 0. Ces deux polyndmes sont donc différents, c’est absurde. Ainsi, A ¢ Z(D).

Exercice 2 — Résolution d’une équation fonctionnelle

L’objet de ce probléme est de résoudre dans certains cas I’équation fonctionnelle suivante :

T

VeeR, f(z)- f (z — D f(t)dt = g(x) (&)

0

ou f est une fonction inconnue supposée continue sur R et g une fonction donnée définie sur R.

On pourra utiliser le résultat suivant : les solutions de ’équation différentielle y" —y = 0, d’inconnue y : R — R deux
fois dérivables sont exactement les fonctions de la forme

y:x— ae® + Pe”"  avec a,p € R.

Partie | — Cas ou g est deux fois dérivable

Dans cette partie on suppose que la fonction g est deux fois dérivable sur R.

1. Montrer que les fonctions f solutions de (&) sont elles aussi deux fois dérivables et qu’elles vérifient 1’équation :

Vo eR, f'(x) - f(z) = ¢"(2). (Z)

2. En déduire la solution de I’équation (&) lorsque g est une fonction polynomiale de degré au plus 1. On explicitera
notamment le cas ol la fonction g est nulle.

3. En déduire que I'équation (&) a au plus une solution.
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4. Vérifier que la fonction

fo:x— < J- e tg"(t)dt — ¢ J elg” (t)dt
2 Jo 2 Jo

est solution de (%), puis montrer que les solutions de (%) sont les fonctions de la forme f : z — fo+ae®+ fe™*,
avec «, B € R.

5. Montrer que si la fonction f écrite ci-dessus vérifie les relations :

f(0) =9(0) et f'(0) =g'(0).
alors f est solution de (&).

6. Expliciter la solution f de (&) lorsque g : z — e”.

Partie Il — Cas ou g est seulement continue

Dans cette partie, on suppose que la fonction g est seulement continue. On note E I’ensemble des fonctions continues
de R dans R.

7. Le résultat d’unicité de la question 3 est-il encore valable ?

8. On définit application A qui & une fonction f de E associe la fonction notée A(f) définie par :

VreR, A(f)(x) = f(x O f(dt

0
Montrer que A définit un endomorphisme injectif de E.

9. Pour tout f € E, montrer que A(f) est deux fois dérivable et donner I'expression de A(f)”.

On rappelle que pour tout n € N, on note A" = Ao...0A :si feE, A%(f) = f, AL(f) = A(f), A%(f) = A(A(f)),
—_——

et pour tout n e N : ' fois

AM(f) = A(AYH(S).

10. Montrer que si f € F, alors

T T — 3
VreR, A%(f)(x) =L ( S!t)

11. En généralisant le résultat précédent et en justifiant, donner expression de A™(f) pour f € E.

On pose pour tout n € N :

Up=A+ A%+ 4 A" = Y A%,

Soit par ailleurs lapplication U : E — E qui & toute fonction f € E associe la fonction U(f) définie par

VzeR, U(f)(x) - f " sh(x— ) () dt.

0

12. Montrer que pour tout u € R on a :

n — 2n+1
- Z (21271 < Ch(u)(;ﬁ+1)!'
k=1
13. En déduire que pour tout z € R,
U -0 | < o) | [ 1rolae].
" = 2n +1)!

14. Montrer que Uo A= AoU =U — A.
15. On note I : f — f 'application identité de E dans F.
a. Montrer que les applications I — A et I + U sont des bijections de E dans F, réciproques 'une de 'autre.

b. En déduire I'unique fonction f € F solution de ’équation (&).

4/7



MPSI — Lycée Montesquieu 2025-2026

1. Soit f une fonction continue sur R solution de (&). On a alors
VreR, f(z J f@)dt — J tf(t)dt + g(x).

Comme les fonctions z — wSO t)dt, x — So tf(t)dt et g sont dérivables, on en déduit que f l'est également par
somme de fonctions dérivables. Par ailleurs, pour tout zeR,

fo Yt = o () e fi(e) gl j F(®)dt + ¢ ().

Ainsi, f’ est dérivable, et pour tout = € R, f’(z) = f(x) + g(x), ce qui conclut.

2. On suppose que g est polynomiale de degré au plus 1, c’est-a-dire que g est de la forme g : © — ax + b avec a,b € R,
alors g” est la fonction nulle. Ainsi, si f est solution de (&), alors f est solution de I’équation homogene f” — f = 0.
On en déduit que f est de la forme f : z — «ae” + fe™*, avec a,8 € R. D’apres la question précédente, on a
f(0) =g(0) =bet f/(0) =g'(0) =a,donca+ B =bet a— B =a,donc o=t et B = . Finalement,

f:x—ashz +bchx

Réciproquement, si f est la fonction ci-dessus, alors pour tout x € R, par intégrations par parties,

Jz(m—t)f(t)dt ajz(x—t)shtdt+bf:(1:—t)chtdt

0 0

a ([(x —t)cht]; + r chtdt) +b ([(x —t)sht]; + JZ shtdt)

= a(—z+shz)+b(chz—1) = f(z) —g(x),

donc f est bien solution de (&), ce qui conclut.
En particulier, si g est nulle, f est nulle.

3. Soient f et f deux solutions de (&). Par linéarité, f — f est également solution de (&), avec un second membre nul.
Mais nous avons vu que seule la fonction nulle est solution de cette équation, et ainsi f — f = 0.

4. On vérifie aisément que fo est solution de (%), puis on observe que f est solution de (%) si et seulement si f — fo
est solution de I’équation homogene f” = f.
Ainsi, f est solution de (%) si et seulement si f — fo est de la forme z — ae® + Be™", ce qui conclut.

5. Posons N

waﬂm—f@—&mmwww

0
Nous avons vu en question 1 que Vz € R, ¢'(z) = f'(x) — {; f(t)dt — ¢'(z). Comme on a f” — f = ¢”, on en déduit
par intégration que pour tout = € R,

fm—f@—ﬁﬁww=dmwdmxdmcfm—ﬁme—ﬂm=

Ainsi, on a montré que ¢’ = 0, donc ¢ est constante. Comme (0) = 0, ¢ est identiquement nulle, ce qui signifie que
f est solution de (&).

. . e? T —t //
6. Soient o, B € R. Posons f:z— 5 | e

T t//

t)dt + ae® + Be”® avec g = exp.
11 vient alors pour tout x € R,

2

f(m)=%—%¢(e%—1)+aez+ﬁeﬂ”= 2z —1+4a) +
fl(z) =52z +1+4a) — S (1 +48).

Ainsi, comme f(0) = f'(0) = 1, on obtient les relations @ + 3 = 1 et « — 3 = 1, donc a = 1 et 8 = 0. La seule
solution de (&) dans ce cadre est alors f : x — (2x + 3)% + %.

o (1+48)

7. Si f et f sont deux solutions de (&), alors f — f est solution de I’équation avec pour second membre la fonction
x +— 0, qui est deux fois dérivable. Ainsi, la question 3 entraine que f = f , et il y a unicité.

8. Comme nous ’avons vu a la question 1, si f est continue, alors A(f) est deux fois dérivable et en particulier continue.
Ainsi, A est une application de F dans E. Par ailleurs, E est un R-espace vectoriel, et il est clair que A est linéaire.
Soit f € Ker A, c’est-a-dire A(f) = 0. Alors, (A(f)) = (A(f))” = 0. Or nous avons vu en 1 que pour tout x € R,
(A(f))"(x) = f(x). Ainsi f = 0 et donc A est injective.

9. Nous avons vu précédemment que pour tout = € R, (A(f = {5 f(t)dt et (A(f))" = f. Ainsi, A(f) est deux fois
dérivable et (A(f))" = f.
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10. Nous allons effectuer deux intégrations par parties successives dans I'expression voulue de A?(f) : pour tout = € R,
T T —t 2 z T r—1 2
2@ = [e-nanoa - -5 ano]| + [ Eagrow
0 0 0

-5 amye)| + [ Ao

0 0

(@)

car A(f)(0) =0, A(f)'(0) = 0 et A(f)" = f.

11. Montrons par récurrence que pour tout n € N, on a

T (,CE _ t)2n71

A" (f) = L mf(t)dt- (Hy)

— On sait déja que (H1) est vérifiée.
— Soit n € N* tel que (H,) est vraie. Nous allons & nouveau effectuer deux intégrations par parties successives :
pour tout x € R, par hypothese de récurrence,

A”Jrl(f)(x) = A"(A(f)(z) = f:%

e 0 ano)] + [ E I Ay wa

2n)! @ 2n)!
T — 2n+1 , x x T — 2n+1 "
- M e)| + [ A o a
T (LB _ t)2n+1
= J; Wf(t) dt,

car A(f)(0) =0, A(f)'(0) = 0 et A(f)” = f. Ceci clét la récurrence.
12. Appliquons 'inégalité de Taylor-Lagrange entre 0 et w a 1'ordre 2n & la fonction sh, qui est de classe €®.

On obtient immédiatement que pour tout & pair, sh®®) = sh et pour tout & impair, sh®®) = ch. Puisque sh(0) = 0 et
ch(0) = 1. Ainsi, pour tout ue R :

2n . (k) n (2k—1) n 2k—1
Z sh k.(O)uk _ 2 S}(l2k _ 1()(']) W2kl Z (2Uk —
k=0 : k=0 : k=0 :

Enfin, sh?"*! = ch, et ch est une fonction positive, décroissante sur R™et croissante sur R, donc pour tout = € [0, u]
ou € [u,0], on a |sh™*) (u)| < chu. On a alors

72 u2k71 - Ch(u)‘u|2n+1
2 2k-11 T (2n+1)!

13. On déduit de ce qui précede que pour tout = € R4,

U@ - U@l = [ she—oswae- 3 [ E

0 k=170
B e 3 - n (1, t)2k—l
- Lf(t) <sh(w t) k; @D )dt
x n _ 4\2k—1
< | If®|sh@ -1 -] (JZth—)l)' at
k=1
z ch(z — t)|z — ¢!
< Omm S
|w|2n+1
2n+1 J'f )l

La derniére inégalité provient du fait que ch est croissante et positive, donc pour tout ¢t € [0, z], on a 0 < ch(z —t) <
ch(z), et de méme |z —t| < |z|. On peut procéder de la méme maniére lorsque z € R_, et on obtient bien I'inégalité
souhaitée.
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14. Soit f € E, montrons que U(A(f)) = A(U(f)) = U(f) — A(f). On remarque que par définition de U,, on a

Un(A(f)) = AUn(f)) = Un+1(f) — A(f)

Cherchons & passer a la limite pour obtenir le résultat. D’apres la question précédente, on a : pour tout z € R,
Un(F)(z) - U(F)(x), pour tout fonction F' continue. Comme A(f) est continue, on a pour tout z € R,
n—+00

Un(A(MN)(@) — U(A(f))(2).

n—+00

Par ailleurs, on a pour tout x € R,

Uni1(f)(2) = A(f)(z) —> U(f)() = A(f)(2).

[AU () (@) = AU)()] = fz(x*t)(Un(f)(t)*U(f)(t))dt’

0

< |[[le-diwnhw - v dt'
< J 5 anilz’l"“f £ (s |dsdt'
< %J lz — t\dtJ F)lds| —> 0.

Ainsi, on a aussi A(Un(f))(x) -l A(U(f))(z). Par unicité de la limite, on a montré que pour tout z,

U(A()(=z) = AU (=) = U(f) = A(f)(=),

ce qui donne bien U(A(f)) = AU(f)) = U(f)—A(f). Comme ceci vaut pour tout f € E,ona UcA = AoU = U—A.
5. a. Ona(I—A)o(I+U)=I-A+U—-AoU=Tetdeméme ([+U)o(I—-A)=1+U—-UoA=1Idoncl—A
et I + U sont des bijections réciproques I'une de 'autre.

b. L’équation (&) peut se reformuler (I — A)(f) = g, et donc la solution de (&) est la fonction (I + U)(g).
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