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Les documents et la calculatrice ne sont pas autorisés.

Il est rappelé que :
* toute affirmation doit étre rigoureusement justifiée,

* tout résultat obtenu doit étre mis en valeur (encadré ou souligné).

La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction sont autant de gages de bonne compréhension et compteront pour
une part non négligeable dans ’appréciation de la copie.

St un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il est invité a le signaler sur sa copie et d poursuivre sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené d prendre.

Exercice 1 — Etude d’un endomorphisme

On note & = (e, e2,e3) la base canonique de R3 et f I'application

f: R3 — R3
(x,y,2) — (e+y—z x+2y+2z, —x+y+22)

1. Montrer que f € £ (R?) et déterminer les vecteurs f (e1), f (e2) et f (es).

2. Déterminer une base et la dimension du noyau de f. L’application f est-elle injective ?
a. Quel est le rang de f7
b. Soient v = f (e1) et v = f (ez). Justifier que (v1, v3) est une base de Im f.

4. Montrer que Im f et Ker f sont supplémentaires dans R>.

5. Soit vz un vecteur non nul de Ker f. Justifier que % = (vy,vq,v3) est une base de R3.

6. Ecrire f(v1), f(v2) et f(v3) en fonction de vy, vy et vs.

On appelle p la projection sur F' = Im f parallelement & G = Ker f.
7. Soit u un vecteur de R? de coordonnées (a, b, ¢) dans la base 4.
a. Déterminer les coordonnées de p(u) dans la base Z.
b. Déterminer les coordonnées de f(u) dans la base %.

8. En déduire que f est la composée de p et d'une application h € Z(R3) de la forme h : u +— Au, ot X est un réel
qu’on précisera.

Exercice 2 — Des sous-espaces supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel

1. Soient ¢, € Z(FE). Montrer :
Yop=0grE < ImpcKery.

2. Soit f e Z(E) tel que
P+ f—21dg = 0gm).

a. Rappeler la définition de Ker(f —Idg) et Ker(f +2Idg) et donner une description simple de leurs éléments.
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b. Montrer que :

(f—Idg)o (f +2Idg) = 0pm et (f+2Idg)o(f—Idg) = 0gm.
Quelles inclusions la question 1 permet-elle d’en déduire ?
c. Montrer que E = Ker(f — Idg) ® Ker(f + 21dg).

Exercice 3 — Calcul d’une intégrale

Partie | — Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par

rlnx .
six>0
fra—q o+l
0 six =0,

1. Montrer que I’équation x + 1 + Inz = 0 admet une unique solution a sur R’ , qui vérifie o €]0, 1[.
2. a. La fonction f est-elle continue en 0?7 Est-elle dérivable en 07
b. Etudier les variations de f et préciser sa limite en +co.

¢. Soit € la courbe représentant f dans un repere orthonormé du plan. Déterminer les points d’intersection
de € et de la droite d’équation y = —z. Donner I'allure de % .

L’objet de la suite du probléme est le calcul de 'intégrale

I—Llf(x)dx.

Partie |l — Limite d’une suite réelle

On considere la suite (Sy,), oy« définie par :

R - (DM
YneN 5 Sn = Z T
k=1

3. Déterminer un réel a tel que pour tout n € N*,
™ -1 n—1
J at® cos(nt)dt = %
0 n
Indication : on pourra procéder par intégrations par parties.
4. Pour tout n € N*, exprimer S,, a I’aide d’une intégrale.

5. Montrer que, pour tout réel ¢t € R\{2kn, k € Z},

= 2sin (%) 2
6. On consideére la fonction g définie sur [0, 27| par :
t? ,
gt () si t €]0, 2|,
0 sit=20
Montrer que g est de classe ¢! sur [0, 27 (.
7. a. Montrer que, pour tout n € N*,
w2 1 (™

-4 _ i 1
v | g(t)sin ((n+ %) t)dt.

b. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que si h est une fonction de classe ' sur [0, 7], alors pour
tout n € N*,
|h(0)] ™

us ) l [R(0)] T ,
Lh(t)sm((nJrz)t)dt‘ S o +n+%trer[13);]|h(t)|.

=
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¢. En déduire lexistence et la valeur de la limite de la suite (S, )nen+-

Partie 11l — Calcul de I

Pour tout entier £ > 1, on considere la fonction f; définie sur R par :

Fo i e Flnx siz >0,
b 0 siz=0

8. a. Etudier la continuité de f; sur [0, 1].

b. Pour k > 2, montrer que f; est dérivable sur [0, 1] et exprimer sa dérivée a laide de fi_1.
1
9. Pour tout k € N*, on note I, = f fx(z) dz. Montrer que
0

1
(k+1)2°

10. On pose m = n%ax] |f(t)]. Montrer que, pour tout n € N*,
te[0,1

I, = -

I— an (=11,

1
< mJ z" dx.
k=1 0

11. En déduire la valeur de I.
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