MPSI — Lycée Montesquieu 2025-2026

DS 7 — Version 1

Corrigé

Exercice 1 — Etude d’un endomorphisme

On note & = (eq, e, e3) la base canonique de R? et f I’application

f R3 — R3
(x,y,2) —» Qe4+y—2z z+2y+z, —x+y+22)

1. Montrer que f € £ (R?) et déterminer les vecteurs f (e1), f (e2) et f (e3).

2. Déterminer une base et la dimension du noyau de f. L’application f est-elle injective ?
a. Quel est le rang de f?
b. Soient v = f (e1) et v = f (ez). Justifier que (v1, v3) est une base de Im f.

4. Montrer que Im f et Ker f sont supplémentaires dans R>.

5. Soit v3 un vecteur non nul de Ker f. Justifier que % = (v1, v, v3) est une base de R3.

6. Ecrire f(v1), f(va) et f(v3) en fonction de vy, vy et vs.

On appelle p la projection sur F' = Im f parallelement a G = Ker f.
7. Soit u un vecteur de R? de coordonnées (a, b, c) dans la base 4.
a. Déterminer les coordonnées de p(u) dans la base A.
b. Déterminer les coordonnées de f(u) dans la base 4.

8. En déduire que f est la composée de p et d'une application h € £ (R?) de la forme h : u — Au, ot A est un réel
qu’on précisera.

1. On fixe u = (2,9, 2) et v = (a,b,c) dans R® et A\, u € R, et on vérifie aisément que f(Au + pv) = Af(u) + uf(v). On
peut aussi remarquer que, avec I'identification R® et .#5,1(R), f est application linéaire canoniquement associée &

la matrice
2 1 -1
1 2 1
-1 1 2

Ona f(e1) = (2,1,-1), f(e2) = (1,2,1), f(e3) = (-1,1,2).
2. Soit (z,y,2) € R®. On a (x,y, z) € Ker f si et seulement si

2c +y—2 = 0
z+2y+z = 0
—rz+y+2z = 0

On obtient alors que Ker f = {(z,—z,2), z € R} = Vect((1,—1,1)). La dimension de Ker f est donc 1, et ainsi f
n’est pas injective.
3. a. Par le théoréme du rang, on a dimKer f + rg f = dimR?, ce qui donne rg f = 2.

b. La famille (f(e1), f(e2)) = ((2,1,—1),(1,2,1)) est une famille de Im f qui est libre car v, et vy ne sont pas
colinéaires. Comme dim Im f, elle est aussi de bon cardinal, c’est donc une base de Im f.

4. On sait déja que dimKer f + rg f = dim R®. Montrons que Im f n Ker f = {0}. Si v € Ker f n Im f, alors il existe
a € R tel que v = a(1l,—1,1), et il existe b,c € R tels que z = bvy + cva. On vérifie en résolvant un systéme que
a=b=c=0.

Alternativement, on peut vérifier que la concaténation des familles (f(e1), f(ez2)) et ((1,—1,1)) est une base de R? :

rg((f(61)7 f(eZ))7 (1,-1,1)) = rg((2,1,-1), (07 3, 3)» (0,-3,3)) = 1g((2,1,-1), (07 3»3)7 (07 0, 6)) =3.
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5. On sait que comme Ker f et Im f sont supplémentaires dans R3, la concaténation d’une base de Ker f et d’une base
de Im f est une base de R3.
6. On a f(v1) = (6,3,—3) et f(v2) = (3,6,3). On observe que f(vi) = 3v1 et f(v2) = 3vz. Enfin, vs € Ker f donc
f(vs) =0.
7. a. On a u = avy + bvg + cvs, donc p(u) = ap(vi) + bp(ve) + cp(vs) = avy + bug car vi,v2 € F et vz € G. Ainsi, les
coordonnées de p(u) dans la base & sont données par (a, b, 0).
b. De méme que ci-dessus, on a f(u) = af(vi) + bf(v2) + cf(v3) = af(vi) + bf(v2) = 3avy + 3bvs d’apres la
question 6. Ainsi, les coordonnées de f(u) dans la base 2 sont données par (3a, 3b,0).
8. On introduit 'homothétie h : u — 3u. On a f(vi) = 3v1 = p(3v1) = p(h(v1)). De méme, f(v2) = 3v2 = p(3v2) =
p(h(v2)), et f(vs) = 0 = p(3vs) = p(h(v3)). Finalement, f et p o h coincident sur une base de R*, donc elles sont
égales.

Exercice 2 — Des sous-espaces supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel
1. Soient ¢, € £ (E). Montrer :
Yo =0gmr < ImpcKery.
2. Soit f € Z(F) tel que
2+ f—21dg = 0g(m).
a. Rappeler la définition de Ker(f —Idg) et Ker(f+2Idg) et donner une description simple de leurs éléments.
b. Montrer que :

(f—Idg)o (f +2Idg) = 0gm et (f+2Ilde)o(f—1Idg) = 0gm.
Quelles inclusions la question 1 permet-elle d’en déduire ?
c. Montrer que F = Ker(f —Idg) ® Ker(f + 21dg).

( 1. Supposons 1) 0 ¢ = 0 (g), et considérons y € Im . Il existe alors © € E tel que y = ¢(x). Ainsi, comme on a ]
P(p(z)) = op(x) = 0g, on en déduit y = p(x) € Kertp. Ainsi, Im ¢ < Kerp.
Supposons maintenant Imy < Kert. Si xz € E, on a ¢(z) € Imyp, donc ¢(xz) € Kerty. Par conséquent, on a
Yo p(x) = Y(p(x)) = 0p. Ainsi, o = 0% ().

2. a OnaKer(f—1Idg) = {z€ E, (f —1dg)(z) = 0g}, donc

zeKer(f—Idg) © (f —lde)(z) =0 © f(z)—2z =0 < f(z)==x.

De méme z € Ker(f + 2Idg) « f(z) + 2z =0r < f(z) = —2z.

b. Ona (f —Idg)o (f +2Idg) = fo(f +2Idr) — (f +21dg) = f2+2f — f —2Idg = f* + f — 21dg = Oz (p)-
De méme, (f +2Idg)o (f —2Idg) = f2 +2f — f —2Idg = f* + f — 21dg = O (p)-
Ainsi, par la question 1, on a Im(f + 21dg) < Ker(f — Idg) et Im(f — Idg) < Ker(f + 21dEg).

¢. On raisonne par analyse synthese.

— Analyse. Soit x € E. On suppose que x = z1 +x2 avec 21 € Ker(f —Idg) et z2 € Ker(f+21dg), c’est-a-dire
que f(x1) = z1 et f(x2) = —2x2. Ainsi, on a

r = x1+ T2
fl®) = =z —2x2

Ceci entraine que z1 = 1 (f(x) + 2z) et 2 = —3(f(z) — ).
— Synthése. Siz € E et 1 = :(f(z) +2%), 22 = —5(f(2) — 2), alors = x1 + 2. Par ailleurs, comme 21 =
(f +21de) (32) € Im(f +21dg), on a z1 € Ker(f —Idg). De méme, 2 = (f —Idg) (—3z) € Im(f —Idg),

on a I € Ker(f =+ QIdE).
On a alors bien montré que E = Ker(f — Idg) @ Ker(f + 21dg).
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Exercice 3 — Calcul d’une intégrale

Partie | — Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par

zlnzx .
six>0
fra—<q o+l
0 six =0,

1. Montrer que I’équation z + 1 + Inz = 0 admet une unique solution a sur R’ , qui vérifie v €]0, 1[.
2. a. La fonction f est-elle continue en 0?7 Est-elle dérivable en 07
b. Etudier les variations de f et préciser sa limite en +co.

¢. Soit € la courbe représentant f dans un repere orthonormé du plan. Déterminer les points d’intersection
de € et de la droite d’équation y = —z. Donner I'allure de % .

L’objet de la suite du probléme est le calcul de 'intégrale

I—Llf(x)dx.

Partie Il — Limite d’une suite réelle

On considere la suite (S,), oy« définie par :

n (_1)k71
VYn e N*, Sn = Z T
k=1
3. Déterminer un réel a tel que pour tout n € N*,
T -1 n—1
at? cos(nt)dt = L
0 n?
Indication : on pourra procéder par intégrations par parties.
4. Pour tout n € N*, exprimer S,, a I’aide d’une intégrale.

5. Montrer que, pour tout réel ¢t € R\{2kn, k € Z},

(1
e 2sin (5) 2
6. On considére la fonction g définie sur [0, 27| par :
t2
sitel0,2m|,
g :t—4q sin(% ] [
0 sit=0
Montrer que g est de classe € sur [0, 27].
7. a. Montrer que, pour tout n € N*,
2 s
us 1 . 7
Sp = I, g(t)sin ((n+ 1) t)dt.
b. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que si h est une fonction de classe ' sur [0, 7], alors pour
tout n € N*,
T h(0
[ hwrsin ()1 dt‘ < POV ™ e (1)
0 n + 3 n + 3 te[0,m]

¢. En déduire existence et la valeur de la limite de la suite (S, )nen+-

Partie Il — Calcul de [
Pour tout entier £ > 1, on considere la fonction f; définie sur R, par :

fotx tFlnx siz >0,
b 0 siz=0
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8. a. Etudier la continuité de f; sur [0, 1].

b. Pour k > 2, montrer que f; est dérivable sur [0, 1] et exprimer sa dérivée a laide de f;_1.
1
9. Pour tout k € N*, on note I, = f fx(x) dz. Montrer que
0

1
Iy = ———.
k (k +1)2

10. On pose m = n%ax] | f(t)]. Montrer que, pour tout n € N*,
te[0,1

n 1
I- Z(—l)killk < mL 2™ dx.

k=1

11. En déduire la valeur de I.

-
1. Sur R}, les fonctions z — x + 1 et & — Inx sont strictement croissantes et continues. Il en est donc de méme pour
leur somme. Or celle-ci tend vers —oo en 0 et prend la valeur 2 en 1 , donc réalise une bijection de |0, 1[ sur | — o, 2[
et est supérieure a 2 sur [1, +0o0].
L’équation  + 1 + Inz = 0 admet une unique solution a sur R% ; comprise entre 0 et 1.

2. a Ona lim zlnz =0, donc lim+ f(z) =0= f(0), et f est continue en 0 .
z—0 z—0

Cependant, % = ;“—fl — —o0, donc f n’est pas dérivable en 0 .

b. La fonction f est dérivable sur R}, et pour tout z € RY, f'(z) = ln(;”j_'if);l

D’aprés 1, on en déduit que f est strictement décroissante sur |0, o] et strictement croissante sur [a, +00[. De
T

plus, -5 el 1, donc f(x) o~ Inz, et f(z) ST T

¢. Soit (z,y) € R? on a

0

—Z

WV

@ e iy = o)«
=1
=1

Les deux seuls points d’intersection de € et de la seconde bissectrice sont (0,0) et (o, —c).

< 8

z>0etz(lnz+2z+1)=0)ou(zx=0et0=—-0)
flz) = —=
{0, o}

—T

—

< 8w
m

3. Soit n € N*. On réalise deux intégrations par parties successives :
7 innt|™ 2 (7, . 2t t]™ 2 (7
J t? cosnt dt = [tQLnn ] —ff tsinnt dt = [7(:0;71 ] — —QJ cosnt dt
@ n |, nJo n o " Jo

=0

- 2

2n(=1)" [2sinnt|™ _ 2x(=1)"
n
- N (=" 1
Ainsi, Vn € N*, at”cosnt dt = ~—>— avec a = —5_.
@ n
4. Soit n € N*, par linéarité de 'intégrale, on en déduit que :

S =i¢=i[ﬂ —i tQCosktdt=;1f"t2 Zn]coskt dt
& k2 = o o 5 = .

k=1 0
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5. Soit t € Z\2nZ, alors e’ # 1, et un calcul de somme géométrique donne

n n eint _
;1 coskt = Re (Z elkt) = Re (e”eez.ti_l) .

On a par ailleurs, a ’aide de ’angle moitié :

aem™ —1 4€2 s —eTte (nr1)e 2¢sin 2
A =2 - = 7 2
it _ O =% © T £ °
® e’z e'2 —e7i2 2isin 3
Ainsi,
PRC | cos 7(";1” sin 2 sin L";l)t —sin £
Re (e — = = = =
et — 1 sin 3 2sin 5
n g 1
sin(n+ 5)t 1
On a donc Vi € Z\27Z, Z coskt = (75) - -
= 2sin 5 2

6. La fonction g est dérivable sur ]0, 27|, et pour pour tout ¢ €]0, 27[, on a

tsint — 142 cos t 2t(L +o(t) — l252(1-&-0(1)) 2 4o (t2
g/(t) = 2 5 22t 4 = 2 12 2 = 32 ( ) R 27 donc g/(t) — 2.
sim” 5 T +o (t2) T +4o (t2) t—0 t—0

Ainsi, par théoréme de la limite de la dérivée, g est dérivable en 0, et on a méme obtenu que g’ est continue sur
[0, 27[, donc g est de classe € sur [0, 2.

7. a. Soit n € N*,
_ ] i + 1) ¢
Sn = -1 t? Z coskt | dt = - J sm ) _ L dt
27 J, = 2w Jo 2Sln* 2

1L (7 .
= 47rfot dt——f )sin (n + 3)t dt

2
T
= 57477 0g(t)sm( 1)t dt.

b. Soient h € €*([0,7]) et n € N*. Comme h’ est continue sur le segment [0, 7], la fonction |h'| admet un maximum

sur [0, 7].
Lﬂ B s <n + %) ¢dt = [h(t)W]:

" +3)t
h(O)1 +J h,(t)cos (n 12) &
+* 0 n+§

" +2)t
+J w2t g,
0 ’I’L+§

Or par l'inégalité triangulaire et par croissance de l'intégrale,

™ 1 ™ 1
f h,(t)cos(n+12)tdt <J ‘h,(t)‘|cos(n+2)t|dt

1
0 Tl+§ 0 Tl+§

<J( L oo |5 \)dt.
0 ’]’I,—‘r*tEOﬂ']

t) sin (n-l—%)tdt‘ < M+L max |h'(t)].

n+ 3 n + é te[0,]

On a donc bien

c. En appliquant Iinégalité précédente & g, qui est de classe €' sur [0, 27[, donc aussi sur [0, 7], on obtient :

4 . 1 ™ /
0 S)td < ) — o.
Lg()sm(n—l—2) ‘ s max |g'®)] 2

2

™
donc S, Tt 13
8.  a. La fonction fi est continue sur [0, 1], et f1 est continue en 0 car zlnz — 0 = f1(0). Ainsi, f1 est continue sur
[0, 1]. o0
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b. Soit k > 2. Pour tout = 0, on a fi(z) = z*~' fi(z), donc fi est continue sur [0,1]. De plus, par continuité

de fr—1en 0,
@)= 5O _ ety fy () o

On en déduit que fj est dérivable en 0 et que f},(0) = fr—1(z) = 0.

Pour z # 0, on a fi(z) = kfx—1(z) + xF~1 et cette relation est encore valable en 0. Ainsi, pour tout entier
k>2 ona:
Va € [07 1]5 f/::(w) = kfk—l(x) + xkil'

9. Si ke N*, ona fr,(z) = (k+1)fr(x) + 2" pour tout = € [0,1] d’aprés la question précédente. Alors

I = Ll i = (k—il)f (fhor(e) —a*) at = k%l <fk+1(1) = fir1(0) = ki 1) - *(k+11)2'

10. Pour n € N*,

—

n n—

DD = ﬂci(—l)’“‘lac’“‘1 — o Y (-1t = L L= (D"

k=1 k=1 = 1+z
Ainsi,
_ - _1\k—1,_k _ zlnzx _ {1\, _ zlnz _q\ntl n _q\nt+l_n
f@) = V(-1 e = TEZ (11— (-1)nam) = ZREymizn o p)(-1)nHian

k=1
Par conséquent,
n 1 n 1
I— Z(—l)k_llk = J (f(a:)— Z(—l)k_lxk 1n1:> dz = (—1)”“[ z" f(z)dz
= 0 0

puis, par I'inégalité triangulaire,

Comme |f| est continue sur le segment [0, 1], le théoréme des bornes atteintes affirme que |f| admet un maximum

sur [0,1]. En posant m = rrEax] |f(t)|, on obtient :
te[0,1

7 i (-1,

1
n
< mf " dlas,
k=1 0

11. D’apres la question précédente on a

m
—
n—l—l n—+40o0

7— i(q)’“[k

k=1

0.

1
<mJ " dz <
0

donc par encadrement Z (—l)kfllk — I. Or s’aprés 9,
P n—+00

= (—l)k_llk — Zn] (71)162 = Sni1 — 1.
k=1 k=1 (k+1)

2 2

l—l,donclzl—l.

D’apré nt1 — 1
apres 7c, on a Sp41 oo 12 1
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