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DS 7 – Version 1

Corrigé

Exercice 1 – Étude d’un endomorphisme
On note E “ pe1, e2, e3q la base canonique de R3 et f l’application

f : R3 Ñ R3

px, y, zq ÞÑ p2x` y ´ z, x` 2y ` z, ´x` y ` 2zq

1. Montrer que f P L
`

R3
˘

et déterminer les vecteurs f pe1q , f pe2q et f pe3q.
2. Déterminer une base et la dimension du noyau de f . L’application f est-elle injective ?
3. a. Quel est le rang de f ?

b. Soient v1 “ f pe1q et v2 “ f pe2q. Justifier que pv1, v2q est une base de Im f .
4. Montrer que Im f et Ker f sont supplémentaires dans R3.
5. Soit v3 un vecteur non nul de Ker f . Justifier que B “ pv1, v2, v3q est une base de R3.
6. Écrire fpv1q, fpv2q et fpv3q en fonction de v1, v2 et v3.

On appelle p la projection sur F “ Im f parallèlement à G “ Ker f .
7. Soit u un vecteur de R3 de coordonnées pa, b, cq dans la base B.

a. Déterminer les coordonnées de ppuq dans la base B.
b. Déterminer les coordonnées de fpuq dans la base B.

8. En déduire que f est la composée de p et d’une application h P L pR3q de la forme h : u ÞÑ λu, où λ est un réel
qu’on précisera.

1. On fixe u “ px, y, zq et v “ pa, b, cq dans R3 et λ, µ P R, et on vérifie aisément que fpλu ` µvq “ λfpuq ` µfpvq. On
peut aussi remarquer que, avec l’identification R3 et M3,1pRq, f est l’application linéaire canoniquement associée à
la matrice

¨

˝

2 1 ´1
1 2 1

´1 1 2

˛

‚.

On a f pe1q “ p2, 1,´1q, f pe2q “ p1, 2, 1q, f pe3q “ p´1, 1, 2q.
2. Soit px, y, zq P R3. On a px, y, zq P Ker f si et seulement si

$

&

%

2x` y ´ z “ 0
x` 2y ` z “ 0

´x` y ` 2z “ 0

On obtient alors que Ker f “ tpz,´z, zq, z P Ru “ Vect pp1,´1, 1qq. La dimension de Ker f est donc 1, et ainsi f
n’est pas injective.

3. a. Par le théorème du rang, on a dimKer f ` rg f “ dimR3, ce qui donne rg f “ 2.
b. La famille pfpe1q, fpe2qq “ pp2, 1,´1q, p1, 2, 1qq est une famille de Im f qui est libre car v1 et v2 ne sont pas

colinéaires. Comme dim Im f , elle est aussi de bon cardinal, c’est donc une base de Im f .
4. On sait déjà que dimKer f ` rg f “ dimR3. Montrons que Im f X Ker f “ t0u. Si v P Ker f X Im f , alors il existe

a P R tel que v “ ap1,´1, 1q, et il existe b, c P R tels que x “ bv1 ` cv2. On vérifie en résolvant un système que
a “ b “ c “ 0.
Alternativement, on peut vérifier que la concaténation des familles pfpe1q, fpe2qq et pp1,´1, 1qq est une base de R3 :

rgppfpe1q, fpe2qq, p1,´1, 1qq “ rgpp2, 1,´1q, p0, 3, 3q, p0,´3, 3qq “ rgpp2, 1,´1q, p0, 3, 3q, p0, 0, 6qq “ 3.
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5. On sait que comme Ker f et Im f sont supplémentaires dans R3, la concaténation d’une base de Ker f et d’une base
de Im f est une base de R3.

6. On a f pv1q “ p6, 3,´3q et f pv2q “ p3, 6, 3q. On observe que f pv1q “ 3v1 et f pv2q “ 3v2. Enfin, v3 P Ker f donc
f pv3q “ 0.

7. a. On a u “ av1 ` bv2 ` cv3, donc ppuq “ appv1q ` bppv2q ` cppv3q “ av1 ` bv2 car v1, v2 P F et v3 P G. Ainsi, les
coordonnées de ppuq dans la base B sont données par pa, b, 0q.

b. De même que ci-dessus, on a fpuq “ afpv1q ` bfpv2q ` cfpv3q “ afpv1q ` bfpv2q “ 3av1 ` 3bv2 d’après la
question 6. Ainsi, les coordonnées de fpuq dans la base B sont données par p3a, 3b, 0q.

8. On introduit l’homothétie h : u ÞÑ 3u. On a fpv1q “ 3v1 “ pp3v1q “ pphpv1qq. De même, fpv2q “ 3v2 “ pp3v2q “

pphpv2qq, et fpv3q “ 0 “ pp3v3q “ pphpv3qq. Finalement, f et p ˝ h coïncident sur une base de R3, donc elles sont
égales.

Exercice 2 – Des sous-espaces supplémentaires
Soit E un K-espace vectoriel

1. Soient φ,ψ P L pEq. Montrer :
ψ ˝ φ “ 0L pEq ô Imφ Ă Kerψ.

2. Soit f P L pEq tel que
f2 ` f ´ 2 IdE “ 0L pEq.

a. Rappeler la définition de Kerpf ´ IdEq et Kerpf `2 IdEq et donner une description simple de leurs éléments.
b. Montrer que :

pf ´ IdEq ˝ pf ` 2 IdEq “ 0L pEq et pf ` 2 IdEq ˝ pf ´ IdEq “ 0L pEq.

Quelles inclusions la question 1 permet-elle d’en déduire ?
c. Montrer que E “ Kerpf ´ IdEq ‘ Kerpf ` 2 IdEq.

1. Supposons ψ ˝ φ “ 0L pEq, et considérons y P Imφ. Il existe alors x P E tel que y “ φpxq. Ainsi, comme on a
ψpφpxqq “ ψ ˝ φpxq “ 0E , on en déduit y “ φpxq P Kerψ. Ainsi, Imφ Ă Kerψ.
Supposons maintenant Imφ Ă Kerψ. Si x P E, on a φpxq P Imφ, donc φpxq P Kerψ. Par conséquent, on a
ψ ˝ φpxq “ ψpφpxqq “ 0E . Ainsi, ψ ˝ φ “ 0L pEq.

2. a. On a Kerpf ´ IdEq “ tx P E, pf ´ IdEqpxq “ 0Eu, donc

x P Kerpf ´ IdEq ô pf ´ IdEqpxq “ 0E ô fpxq ´ x “ 0E ô fpxq “ x.

De même x P Kerpf ` 2 IdEq ô fpxq ` 2x “ 0E ô fpxq “ ´2x.
b. On a pf ´ IdEq ˝ pf ` 2 IdEq “ f ˝ pf ` 2 IdEq ´ pf ` 2 IdEq “ f2 ` 2f ´ f ´ 2 IdE “ f2 ` f ´ 2 IdE “ 0L pEq.

De même, pf ` 2 IdEq ˝ pf ´ 2 IdEq “ f2 ` 2f ´ f ´ 2 IdE “ f2 ` f ´ 2 IdE “ 0L pEq.
Ainsi, par la question 1, on a Impf ` 2 IdEq Ă Kerpf ´ IdEq et Impf ´ IdEq Ă Kerpf ` 2 IdEq.

c. On raisonne par analyse synthèse.
– Analyse. Soit x P E. On suppose que x “ x1`x2 avec x1 P Kerpf´IdEq et x2 P Kerpf`2 IdEq, c’est-à-dire

que fpx1q “ x1 et fpx2q “ ´2x2. Ainsi, on a
"

x “ x1 ` x2
fpxq “ x1 ´ 2x2

Ceci entraîne que x1 “ 1
3

pfpxq ` 2xq et x2 “ ´ 1
3

pfpxq ´ xq.
– Synthèse. Si x P E et x1 “ 1

3
pfpxq ` 2xq, x2 “ ´ 1

3
pfpxq ´ xq, alors x “ x1 ` x2. Par ailleurs, comme x1 “

pf ` 2 IdEq
`

1
3
x

˘

P Impf ` 2 IdEq, on a x1 P Kerpf ´ IdEq. De même, x2 “ pf ´ IdEq
`

´ 1
3
x

˘

P Impf ´ IdEq,
on a x2 P Kerpf ` 2 IdEq.

On a alors bien montré que E “ Kerpf ´ IdEq ‘ Kerpf ` 2 IdEq.
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Exercice 3 – Calcul d’une intégrale
Partie I – Étude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R` par

f : x ÞÑ

$

&

%

x lnx

x` 1
si x ą 0

0 si x “ 0,

1. Montrer que l’équation x` 1 ` lnx “ 0 admet une unique solution α sur R‹
`, qui vérifie α Ps0, 1r.

2. a. La fonction f est-elle continue en 0 ? Est-elle dérivable en 0 ?
b. Étudier les variations de f et préciser sa limite en `8.
c. Soit C la courbe représentant f dans un repère orthonormé du plan. Déterminer les points d’intersection

de C et de la droite d’équation y “ ´x. Donner l’allure de C .

L’objet de la suite du problème est le calcul de l’intégrale

I “

ż 1

0

fpxqdx.

Partie II – Limite d’une suite réelle

On considère la suite pSnqnPN‹ définie par :

@n P N‹, Sn “

n
ÿ

k“1

p´1qk´1

k2
.

3. Déterminer un réel a tel que pour tout n P N‹,
ż π

0

at2 cospntqdt “
p´1qn´1

n2
.

Indication : on pourra procéder par intégrations par parties.
4. Pour tout n P N‹, exprimer Sn à l’aide d’une intégrale.
5. Montrer que, pour tout réel t P Rzt2kπ, k P Zu,

n
ÿ

k“1

cospktq “
sin

``

n` 1
2

˘

t
˘

2 sin
`

t
2

˘ ´
1

2
.

6. On considère la fonction g définie sur r0, 2πr par :

g : t ÞÑ

$

&

%

t2

sin
`

t
2

˘ si t Ps0, 2πr,

0 si t “ 0

Montrer que g est de classe C 1 sur r0, 2πr.
7. a. Montrer que, pour tout n P N‹,

Sn “
π2

12
´

1

4π

ż π

0

gptq sin
``

n` 1
2

˘

t
˘

dt.

b. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que si h est une fonction de classe C 1 sur r0, πs, alors pour
tout n P N‹,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

0

hptq sin
``

n` 1
2

˘

t
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|hp0q|

n` 1
2

`
π

n` 1
2

max
tPr0,πs

ˇ

ˇh1ptq
ˇ

ˇ .

c. En déduire l’existence et la valeur de la limite de la suite pSnqnPN‹ .

Partie III – Calcul de I

Pour tout entier k ě 1, on considère la fonction fk définie sur R` par :

fk : x ÞÑ

"

xk lnx si x ą 0,
0 si x “ 0
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8. a. Étudier la continuité de f1 sur r0, 1s.
b. Pour k ě 2, montrer que fk est dérivable sur r0, 1s et exprimer sa dérivée à l’aide de fk´1.

9. Pour tout k P N‹, on note Ik “

ż 1

0

fkpxqdx. Montrer que

Ik “ ´
1

pk ` 1q2
.

10. On pose m “ max
tPr0,1s

|fptq|. Montrer que, pour tout n P N‹,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I ´

n
ÿ

k“1

p´1qk´1Ik

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď m

ż 1

0

xn dx.

11. En déduire la valeur de I.

1. Sur R‹
`, les fonctions x ÞÑ x ` 1 et x ÞÑ lnx sont strictement croissantes et continues. Il en est donc de même pour

leur somme. Or celle-ci tend vers ´8 en 0 et prend la valeur 2 en 1 , donc réalise une bijection de s0, 1r sur s ´ 8, 2r

et est supérieure à 2 sur r1,`8r.
L’équation x` 1 ` lnx “ 0 admet une unique solution α sur R‹

`, comprise entre 0 et 1.
2. a. On a lim

xÑ0`
x lnx “ 0, donc lim

xÑ0`
fpxq “ 0 “ fp0q, et f est continue en 0 .

Cependant, fpxq´fp0q

x´0
“ ln x

x`1
ÝÑ
xÑ0

´8, donc f n’est pas dérivable en 0 .

b. La fonction f est dérivable sur R‹
`, et pour tout x P R‹

`, f 1pxq “ ln x`x`1
px`1q2

.
D’après 1, on en déduit que f est strictement décroissante sur s0, αs et strictement croissante sur rα,`8r. De
plus, x

x`1
Ñ
`8

1, donc fpxq „
`8

lnx, et fpxq ÝÑ
xÑ`8

`8.

c. Soit px, yq P R2, on a

px, yq P C X ty “ ´xu ô

"

x ě 0
y “ ´x

ô

"

px ą 0 et xplnx` x` 1q “ 0q ou px “ 0 et 0 “ ´0q

y “ fpxq “ ´x

ô

"

x P t0, αu

y “ ´x

Les deux seuls points d’intersection de C et de la seconde bissectrice sont p0, 0q et pα,´αq.

α

3. Soit n P N‹. On réalise deux intégrations par parties successives :
ż π

0

t2 cosnt dt “

„

t2
sinnt

n

ȷπ

0
loooooomoooooon

“0

´
2

n

ż π

0

t sinnt dt “

„

2t cosnt

n2

ȷπ

0

´
2

n2

ż π

0

cosnt dt

“
2πp´1qn

n2
´

„

2 sinnt

n3

ȷπ

0
looooomooooon

“0

“
2πp´1qn

n2
.

Ainsi, @n P N‹,

ż π

0

at2 cosnt dt “
p´1qn´1

n2
avec a “ ´ 1

2π
.

4. Soit n P N‹, par linéarité de l’intégrale, on en déduit que :

Sn “

n
ÿ

k“1

p´1qk´1

k2
“

n
ÿ

k“1

ż π

0

ˆ

´
1

2π

˙

t2 cos kt dt “
´1

2π

ż π

0

t2
˜

n
ÿ

k“1

cos kt

¸

dt.
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5. Soit t P Zz2πZ, alors eit ‰ 1, et un calcul de somme géométrique donne

n
ÿ

k“1

cos kt “ Re

˜

n
ÿ

k“1

eikt
¸

“ Re

ˆ

eit
eint ´ 1

eit ´ 1

˙

.

On a par ailleurs, à l’aide de l’angle moitié :

eit
eint ´ 1

eit ´ 1
“ eit

ei
nt
2

ei
t
2

ei
nt
2 ´ e´int

2

ei
t
2 ´ e´i t

2

“ e
pn`1qt

2
2i sin nt

2

2i sin t
2

.

Ainsi,

Re

ˆ

eit
eint ´ 1

eit ´ 1

˙

“
cos pn`1qt

2
sin nt

2

sin t
2

“
sin p2n`1qt

2
´ sin t

2

2 sin t
2

.

On a donc @t P Zz2πZ,
n

ÿ

k“1

cos kt “
sin

`

n` 1
2

˘

t

2 sin t
2

´
1

2
.

6. La fonction g est dérivable sur s0, 2πr, et pour pour tout t Ps0, 2πr, on a

g1
ptq “

2t sin t
2

´ 1
2
t2 cos t

2

sin2 t
2

“
2tp t

2
` o ptqq ´ 1

2
t2p1 ` o p1qq

t2

4
` o pt2q

“

t2

2
` o

`

t2
˘

t2

4
` o pt2q

„
tÑ0

2, donc g1
ptq ÝÑ

tÑ0
2.

Ainsi, par théorème de la limite de la dérivée, g est dérivable en 0, et on a même obtenu que g1 est continue sur
r0, 2πr, donc g est de classe C 1 sur r0, 2πr.

7. a. Soit n P N‹,

Sn “
´1

2π

ż π

0

t2
˜

n
ÿ

k“1

cos kt

¸

dt “
´1

2π

ż π

0

t2
˜

sin
`

n` 1
2

˘

t

2 sin t
2

´
1

2

¸

dt

“
1

4π

ż π

0

t2 dt´
1

4π

ż π

0

gptq sin
`

n` 1
2

˘

t dt

“
π2

12
´

1

4π

ż π

0

gptq sin
`

n` 1
2

˘

t dt.

b. Soient h P C 1pr0, πsq et n P N‹. Comme h1 est continue sur le segment r0, πs, la fonction |h1| admet un maximum
sur r0, πs.

ż π

0

hptq sin

ˆ

n`
1

2

˙

t dt “

«

´hptq
cos

`

n` 1
2

˘

t

n` 1
2

ffπ

0

`

ż π

0

h1
ptq

cos
`

n` 1
2

˘

t

n` 1
2

dt

“
hp0q

n` 1
2

`

ż π

0

h1
ptq

cos
`

n` 1
2

˘

t

n` 1
2

dt

Or par l’inégalité triangulaire et par croissance de l’intégrale,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

0

h1
ptq

cos
`

n` 1
2

˘

t

n` 1
2

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż π

0

|h1
ptq|

ˇ

ˇcos
`

n` 1
2

˘

t
ˇ

ˇ

n` 1
2

dt

ď

ż π

0

ˆ

1

n` 1
2

max
tPr0,πs

ˇ

ˇh1
ptq

ˇ

ˇ

˙

dt.

On a donc bien
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

0

hptq sin

ˆ

n`
1

2

˙

t dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|hp0q|

n` 1
2

`
π

n` 1
2

max
tPr0,πs

ˇ

ˇh1
ptq

ˇ

ˇ .

c. En appliquant l’inégalité précédente à g, qui est de classe C 1 sur r0, 2πr, donc aussi sur r0, πs, on obtient :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż π

0

gptq sin

ˆ

n`
1

2

˙

t dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
π

n` 1
2

max
tPr0,πs

ˇ

ˇg1
ptq

ˇ

ˇ ÝÑ
nÑ`8

0.

donc Sn ÝÑ
nÑ`8

π2

12
.

8. a. La fonction f1 est continue sur s0, 1s, et f1 est continue en 0 car x lnx Ñ
xÑ0

0 “ f1p0q. Ainsi, f1 est continue sur
r0, 1s.
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b. Soit k ě 2. Pour tout x ě 0, on a fkpxq “ xk´1f1pxq, donc fk est continue sur r0, 1s. De plus, par continuité
de fk´1 en 0 ,

fkpxq ´ fkp0q

x´ 0
“ xk´1 lnx “ fk´1pxq ÝÑ

xÑ0
0.

On en déduit que fk est dérivable en 0 et que f 1
kp0q “ fk´1pxq “ 0.

Pour x ‰ 0, on a f 1
kpxq “ kfk´1pxq ` xk´1, et cette relation est encore valable en 0. Ainsi, pour tout entier

k ě 2, on a :
@x P r0, 1s, f 1

kpxq “ kfk´1pxq ` xk´1.

9. Si k P N‹, on a f 1
k`1pxq “ pk ` 1qfkpxq ` xk pour tout x P r0, 1s d’après la question précédente. Alors

Ik “

ż 1

0

fk “
1

pk ` 1q

ż 1

0

´

f 1
k`1pxq ´ xk

¯

dt “
1

k ` 1

ˆ

fk`1p1q ´ fk`1p0q ´
1

k ` 1

˙

“ ´
1

pk ` 1q2
.

10. Pour n P N‹,
n

ÿ

k“1

p´1q
k´1xk “ x

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1xk´1

“ x
n´1
ÿ

k“0

p´1q
kxk “ x

1 ´ p´1qnxn

1 ` x
.

Ainsi,

fpxq ´

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1xk lnx “

x lnx

x` 1
p1 ´ p1 ´ p´1q

nxnqq “
x lnx

x` 1
p´1q

n`1xn “ fpxqp´1q
n`1xn.

Par conséquent,

I ´

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1Ik “

ż 1

0

˜

fpxq ´

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1xk lnx

¸

dx “ p´1q
n`1

ż 1

0

xnfpxqdx

puis, par l’inégalité triangulaire,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I ´

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1Ik

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

0

xn|fptq|dx.

Comme |f | est continue sur le segment r0, 1s, le théorème des bornes atteintes affirme que |f | admet un maximum
sur r0, 1s. En posant m “ max

tPr0,1s
|fptq|, on obtient :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I ´

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1Ik

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď m

ż 1

0

xn dx.

11. D’après la question précédente on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

I ´

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1Ik

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď m

ż 1

0

xn dx ď
m

n` 1
ÝÑ

nÑ`8
0.

donc par encadrement
n

ÿ

k“1

p´1q
k´1Ik ÝÑ

nÑ`8
I. Or s’après 9,

n
ÿ

k“1

p´1q
k´1Ik “

n
ÿ

k“1

p´1qk

pk ` 1q2
“ Sn`1 ´ 1.

D’après 7c, on a Sn`1 ´ 1 ÝÑ
nÑ`8

π2

12
´ 1, donc I “

π2

12
´ 1.
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