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Exercice 1.  Soit ug €]0, 1[. Pour tout n € N, on pose

Up+1 = Up — Ui
1. Montrer :
VneN, u, €]0,1].

En déduire que w,, — 0.
n—+0o0

2. Montrer que . u% converge et déterminer sa somme.
3. Montrer que > In “Z% diverge.
4. Quelle est la nature de > uy, ?

-
1. On montre par une rapide récurrence que pour tout n € N, on a 0 < u, < 1. Par ailleurs, pour tout n € N,

Up+1 — Unp = —u% < 0, donc la suite (un)n est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers un réel £.

On a donc uny1 —> Letu? — ¢2. Par conséquent, on en déduit que £ = £—¢2, ce qui donne £2 = 0, puis £ = 0.

—+00 n— +00

2. Pour n €N, on a

n n
2
Z U = Z (uk - Uk+1) = Uo — Un+1 —> U0,
n—+40o
k=0 k=0

car la somme obtenue est télescopique. Ceci montre la convergence de la série > u2, dont la somme vaut uo.

3. On a U
Z ln’:i:l = Z(ln(un-H) - ln(un))

or on sait que la série Y (In(unt+1) — In(u,)) est de méme nature que la suite (In(un)), qui diverge (vers —o0) car
un —> 0. Ceci donne bien la divergence de la série Y In “2+L.

n— 400 Un
4. On a :
In (M) = In(1 —un) ~ —Un, car u, — O.

Un n— +00

Ainsi, comme la série a termes positifs — > In(1 — u,) est divergente, on en déduit que la série > u, est divergente.
. J

Exercice 2. Soit a € R\N*. Pour tout n € N* on pose

ok
Montrer que la suite (u,) converge.
On pourra s’intéresser d la série Y (Un+1 — Un).
On a
1 1 1 1 1 1
n —Un = ————— —1 1 — = — - — |\ — =
tnr — 4 n+l—a n(+n) nl+ e (n+o(n2))
- 2(o5))-Gro(@)) - o (F)
n n n n n

Ainsi, on a up4+1 —up = O (n—lz) Par conséquent, la série D (unt+1 — un) converge absolument donc converge.

On sait par ailleurs que la série > (un4+1 — un) a méme nature que la suite (u,), donc (u,) converge.

1/2



MP — Lycée Montesquieu 2025-2026

Remarques :

— On pouvait aussi bien sir alternativement écrire le terme d’ordre 2 dans le développement limité :

Un+1 — Un =

Sl= 3=

1_1—a+0 1 = l—L-i-o L = 2a—1+0 L
n n n  2n2 n2 T 2n? n2

n
— Dans le cas a = 0, on retrouve l’existence de la constante d’Fuler v = lim 1 _Inn.
’ k
n—+0o0 k=1

et conclure de la méme manieére.
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