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DM 8

Dans tout le sujet, on note E l’ensemble des polynômes de R3rXs qui possèdent 2 comme racine de multiplicité au
moins 2 :

E “ tP P R3rXs, P p2q “ P 1p2q “ 0u.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3rXs, et en donner une base et sa dimension.
2. Montrer que R3rXs “ E ‘ R1rXs.
3. On considère l’application :

φ : R3rXs ÞÑ R2

P ÞÑ pP p2q, P 1p2qq

a. Montrer que φ est une application linéaire.
b. Déterminer Kerpφq et Impφq.

4. Soit f l’endomorphisme de R3rXs défini par :

fp1q “ 1, fpXq “ X2, fpX2q “ X, fpX3q “ X3.

a. Justifier que f est correctement défini.
b. Donner f

`

a0 ` a1X ` a2X
2 ` a3X

3
˘

pour pa0, a1, a2, a3q P R4.
c. L’application f est-elle injective, surjective ?

5. Soient S “ tP P R3rXs, fpP q “ P u et A “ tP P R3rXs, fpP q “ ´P u.
a. Montrer que S et A sont des sous-espaces vectoriels de R3rXs.
b. Montrer que S et A sont supplémentaires dans R3rXs.
c. Écrire le polynôme P “ X3 ` 2X2 ´ X ` 2 comme somme d’un élément de S et d’un élément de A.

6. Soit F “ Vect
`

1 ` X3, X,X2
˘

.
a. Montrer que A Ă F .
b. Décrire les éléments de F X S.

7. Soit λ P Rzt´1, 1u. Montrer que 0RrXs est l’unique solution de l’équation

fpP q “ λP

d’inconnue P P R3rXs.

1. On sait que P P R3rXs a pour racine 2 avec m2pP q ě 2 si et seulement s’il est de la forme P “ pX ´ 1q2QpXq, où
Q P R1rXs. Ainsi,

E “ tpX ´ 1q
2
paX ` bq, a, b P Ru “ taXpX ´ 1q

2
` bpX ´ 1q

2, a, b P Ru “ Vect
`

XpX ´ 1q
2, pX ´ 1q

2
˘

.

La famille pXpX ´ 1q2, pX ´ 1q2q est alors génératrice de E, et libre car elle est échelonnée en degré. Il s’agit donc
d’une base de E, et dimE “ 2.

2. – On sait que dimR3rXs “ 4 et dimR1rXs “ 2, donc dimE ` dimR1rXs “ dimR3rXs.
– Si P P E X R1rXs, alors degP ď 1 et P a deux racines comptées avec leur multiplicité, donc P est nul.

Finalement, E X R1rXs “ t0RrXsu et dimE ` dimR1rXs “ dimR3rXs donc E ‘ R1rXs “ R3rXs

3. a. Soient P,Q P E et λ P R. On a

φpλP `Qq “ ppλP `Qqp2q, pλP `Qq
1
p2qq “ pλP p2q `Qp2q, λP 1

p2q `Q1
p2qq “ λpP p2q, P 1

p2qq ` pQp2q, Q1
p2qq.

Ainsi, φpλP ` Qq “ λφpP q ` φpQq, et φ est linéaire.
b. On a Kerφ “ tP P E, P p2q “ P 1p2q “ 0u “ E.

Par ailleurs, Imφ “ R2 : si pa, bq P R2, alors en posant P “ bX ` a ´ 2b, on a P p2q “ a et P 1p2q “ b, donc
φpP q “ pa, bq. Finalement, tout polynôme P P R2rXs a un antécédent par φ, et φ est surjective.
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On pouvait aussi remarquer que dimkerφ “ dimE “ 2, donc dim Imφ “ dimR3rXs ´ dimE “ 2 par le
théorème du rang. Comme Imφ Ă R2rXs, on a finalement Imφ “ R2.

4. a. Une application linéaire est entièrement déterminée par l’image des vecteurs d’une base de l’espace de départ.
Comme p1, X,X2, X3q est une base de R3rXs, f est correctement définie.

b. Par linéarité, on a

f
`

a0 ` a1X ` a2X
2

` a3X
3
˘

“ a0fp1q ` a1fpXq ` a2fpX2
q ` a3fpX3

q “ a0 ` a2X ` a1X
2

` a3X.

c. On s’intéresse à l’image de la base canonique que R3rXs : on a pfp1q, fpXq, fpX2q, fpX3qq “ p1, X2, X,X3q.
Comme pp1, X2, X,X3q est une base de R3rXs, on en déduit que f est un automorphisme de R3rXs.
On peut alternativement remarquer que pour tout P P R3rXs, fpfpP qq “ P , donc f ˝ f “ IdR3rXs, et f est
bijective.

5. a. On a S “ Kerpf ´ IdR3rXsq et A “ Kerpf ` IdR3rXsq, donc S et A sont des sous-espaces vectoriels de R3rXs.
On peut aussi bien sûr vérifier que le polynôme nul appartient à S et A, et qu’ils sont stables par combinaison
linéaire.

b. Montrons que R3rXs “ S ‘ A. Soit P P R3rXs, montrons que P s’écrit de manière unique sous la forme
P “ PS ` PA avec PS P S et PA P A.

– Supposons que P “ PS ` PA avec PS P S et PA P A. Alors fpP q “ fpPSq ` fpPAq “ PS ´ PA. Alors
"

P “ PS ` PA

fpP q “ PS ´ PA

Nécessairement, on a alors PS “ 1
2

pP ` fpP qq et PA “ 1
2

pP ´ fpP qq.
– Si PS “ 1

2
pP ` fpP qq et PA “ 1

2
pP ´ fpP qq, on a P “ PS ` PA, et fpPSq “ 1

2
pfpP q ` P q “ PS donc

PS P S, puis fpPAq “ 1
2

pfpP q ´ P q “ ´PA donc PA P A.
On a donc montré R3rXs “ S ‘ A.
On peut aussi bien sûr remarquer directement que comme f P L pEq vérifie f2 “ IdR3rXs, f est une symétrie,
donc R3rXs “ Kerpf ´ IdR3rXsq ‘ Kerpf ` IdR3rXsq, soit R3rXs “ S ‘ A.

c. D’après ce qui précède, on a P “ PS ` PA, avec PS “ 1
2

p2X3 ` X2 ` X ` 4q et PA “ 3
2

pX2 ´ Xq.
6. a. Soit P “ a0 ` a1X ` a2X

2 ` a3X
3 P A. On a a0 ` a2X ` a1X

2 ` a3X
3 “ ´a0 ´ a1X ´ a2X

2 ´ a3X
3. Par

conséquent, a0 “ a3 “ 0 et a1 “ ´a2. Ainsi, P “ a1X ´ a1X
2 P Vect

`

1 ` X2, X,X2
˘

.
b. Soit P P R3rXs. Si P P F X S, alors P s’écrit P “ ap1 ` X3q ` bX ` cX2 avec a, b, c P R du fait que P P S.

Comme P P S, on a de plus b “ c. Finalement, P “ ap1 ` X3q ` bpX ` X2q, et P P Vect
`

1 ` X3, X ` X2
˘

.
Réciproquement, si P P Vect

`

1 ` X3, X ` X2
˘

, on a P P F XS, ce qui donne F XS “ Vect
`

1 ` X3, X ` X2
˘

.
7. Si P “ aX3 ` bX2 ` cX ` d P R3rXs et λ P Rzt´1, 1u, alors

fpP q “ λP ô aX3
` cX2

` bX ` d “ λpaX3
` bX2

` cX ` dq ô

$

’

’

&

’

’

%

a “ λa
c “ λb
b “ λc
d “ λd

ô

$

’

’

&

’

’

%

p1 ´ λqa “ 0
c “ λb
p1 ´ λ2qb “ b
p1 ´ λqd “ 0

Comme λ R t´1, 1u, ceci entraîne que a “ b “ d “ 0, puis c “ 0. Ainsi, fpP q “ λP si et seulement si P est nul.
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