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DM 5

Exercice 1. Pour tout entier n > 3, on note
fn: Ry — R
x = x-—nlnx
1. a. Pour tout n € N, montrer que I'équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions, qu'on notera u, et v,,
avec u, < v,. Vérifier que
Vn>=3, 0<u,<n<v,.

b. Donner la limite de la suite (v,),cn-
2. a. Montrer que pour tout n >3, 1 < u, < e.

b. Pour tout n > 3, déterminer le signe de f,(un+1), et en déduire le sens de variation de (Up)n>3-

c. Montrer que (up)n>3 est convergente, puis établir que Iirp u, = 1.
n——+oo

1. a La fonction f, est dérivable sur R}, et pour tout x € R}, on a f(x) =1 — 2.
Le signe de f, sur R’, donne la stricte décroissance de f, sur |0, n] et la stricte croissance de f, sur [n, +oo[. Ainsi :

— Comme f, est continue et strictement décroissante sur ]0, n[, on en déduit qu’elle définit une bijection de
10, n[ sur son ensemble image J1 =|n(1 — Inn), +oo[. Comme 0 € J;, 0 admet un unique antécédent u, par
f» dans 0, n[.

— Comme f, est continue et strictement croissante sur |n, +o0o[, on en déduit qu'elle définit une bijection de
]n, 4+o0[ sur son ensemble image J. On a

fa(x) = x (1 - nln—X) — +o0,

X—>+00

donc J» =|n(1 — Inn), +oo[. Comme 0 € J», 0 admet un unique antécédent v, par f, dans |n, +ool.
On a donc bien 0 < u, < n < v, pour tout n > 3.

b. Comme pour tout n > 3, v, > n, on déduit par majoration que v, njoo +o00.
2. a Pourtoutn>3,0onaf(l)=1cetf(e) =e—n<0, on déduit de
(1) > fo(upn) > fo(e)
et de la stricte décroissance de f, que 1 < u, < e.
b. On sait que Upt1 = (n+ 1) In(ups1), donc
fo(Unt1) = tnt1 — nIn(Upg1) = In(Unt1)-
Comme up+1 > 1, on a In(up41) > 0, donc
fol(Unt1) > 0 = fiu(un).

La décroissance de f, sur |0, n[ entraine alors que u,r1 < up. On a donc montré que (un),cy €st décroissante.

c. Comme (un),ey est décroissante et minorée (par 1), elle converge vers une limite £ > 1. Supposons que £ > 1, on
a alors
nin(u,) — 400, donc u, — +oo,

n—+o0 n—-+o0

car In€ > 0, et u, = nIn(us). Ceci est une contradiction. On en déduit que £ = 1.
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Exercice 2. Homographies de C
On rappelle que U désigne I'ensemble des nombres complexes de module 1 : U={z € C, |z| = 1}.
Si a, b, c,d € C vérifient ad — bc # 0, on dit que I'application
f: C\{zeC,cz+d=0} — C
az+b
cz+d

z
est une homographie.
Un exemple

On introduit I'application
h: C\{1} — C
iz 4+
—z+1

z —

1. Justifier que h est une homographie, et montrer que pour tout z € U tel que z # 1, on a h(z) € R.
2. Montrer que h est injective.

3. Déterminer les nombres complexes w € C tels que I'équation h(z) = w ait au moins une solution. L'application h
est-elle surjective ? En déduire une partie F de C telle que h définisse une bijection de C\ {1} sur F.

Homographies conservant U

Dans cette partie, on cherche a déterminer toutes les homographies h de C telles que h est bien définie sur U, et :

Vz € U, h(z) existe et h(z) € U. (2)

On dit alors que h conserve U.

4. Préliminaire. Montrer que pour tous z,z' € C, |z + Z'|? = |z|?> + |2?| + 2NRe(22").
5. Deux types d’homographies conservant U.
a. Montrer que pour tout 6 € R, la fonction .
h:zw— % (1)
définit une homographie qui vérifie la propriété (£2). On dira alors que h est une homographie de type (1).
b. Montrer que pour tout a € C tel que a ¢ U et tout 8 € R, la fonction
0 Z+a

h: 2
zme az+1 (2)

définit une homographie qui vérifie la propriété (£2). On dira alors que h est une homographie de type (2).

On pourra (par exemple) utiliser la question 4.
6. On cherche a montrer dans cette question que toutes les homographies conservant U sont soit de type (1), soit de
type (2).
On considére a, b, ¢, d € C tels que ad — bc # 0. On suppose que
az+b

h :
27 cz+d

est une homographie qui vérifie la propriété (£2).

a. A l'aide de la question 4, montrer que pour tout 6 € R,
|al> + |b|> + 2Re(abe’®) = |c|> + |d|? + 2%Re(cde®).
b. Soient u, v € C. Montrer que :
si pour tout 6 € R, u+2%Re(ve?) =0, alors u=v =0.

Déduire alors de la question précédente que |a|? + |b|]? = |c|? + |d|? et que ab = cd.

c. Si a= 0, montrer que h est une homographie de type (1).
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d. On suppose désormais que a # 0. Montrer que
(laf* = [c?)(lal* = |d?) = 0.

e. Montrer que si |a| = |c|, alors ad — bc = 0. Qu'en déduire dans ce cas?

f. Montrer que si |a] = |d|, alors h est une homographie de type (2), et conclure.

G

. L'application h est de la forme de |'énoncé avec a= b =i, c=—1et d =1, donc ad — bc = 2i # 0, et h est bien une

homographie. SizeUet z# 1, on a

h(z) = (iz+)(=2+1) _ —izz4i(z=2)+i _ —ilzP =2Jm(z) +i _  2Tm(z)
2T (z+n(z+D 11—z a |1 —2z? =z

car |z| = 1. Ainsi, h(z) € R.
Soient z,z' € C\ {1}. On suppose que h(z) = h(Z'), c’est-a-dire

(iz+)(=2'+1) = (i +i)(~z+1), ouencore —izZ +i(z—2)+i= —izZ +i(Z —2)+i.

On en déduit que 2i(z — z') = 0, donc z = Z'. La fonction h est alors injective.
Soit we C.Size C\ {1}, ona

h(z)=w < (iz4+i) =w(l—2) & z(i+w)=w —i.

Par conséquent, I'équation a une unique solution si w # —i, et n'a pas de solution sinon. On en déduit :
— que h n’est pas surjective car —i n'a pas d’ antécédent,
— que h est bijective de C\ {1} sur C\ {—i}.
Ona: [z42ZP = (z+2)E+7) = 22+ 22+ 27 + 27 = |22 4 22 + zZ + |Z)? = |z]* + |2?| + 2Re(2Z").
a. L'application est de la forme de I'énoncé avec a =0, b=¢e? c =1 et d =0, donc ad — bc = —e® # 0, donc h
est bien une homographie.
Par ailleurs, si z € U, on a z # 0 donc h(z) est bien défini, et |h(z)| = ' ol = 1.
b. L'application est de la forme de I'énoncé avec a = €, b = ae®, c = a et d =1, donc h est bien une homographie,
car ad — bc = (1 — aa) = €%(1 — |a|?) # 0, du fait que |a| # 1.
Par ailleurs,
— si a =0, I'application h est définie sur C donc sur U,
— si a #0, alors h est définie sur C\ {—%} donc sur U car |—2| # 1 donc —% ¢ U.
SizeU,ona
|z|? + |af? + 2Re(za) 1+ |al® +2%Re(za)

h 2 _ .6 _ =
[h(z)] G |az]2 + 1 + 2Re(za) |@]2 + 1 4+ 2Re(z&)

car |zl =1et|a| = |af.

|z+af
|az+1||z \

'”‘*} lcarzfa=a+z.

N.B. : on pouvait aussi remarquer que comme |Z| =1, on a |h(z)| =

[+
a. Pour tout 8 € R, on a e? € U, donc comme h vérifie (), on a |ae” + b| = |ce® +d|, donc |ae” + b|> = |ce® + d|?.
La question 4 donne alors :

|ae®|? + |b]> 4+ 2 Re(ae”b) = |ce’|? + |d|? + 2 Re(ce?d)

d'ou |af> + |b]2 + 2%e(abe®) = |c|? + |d|? + 2%Re(cde”?).
b. On suppose que pour tout 8 € R, u + 2%Re(ve) = 0.

En choisissant § =0 et 6 =, puis § = 3 et § = —7, on obtient
u+2Rev=0 (1) Ui u—+2Re(iv) =0 donc u—2Jmv=0 (3)
u—2%Rev=0 (2) > u—+2Re(—iv) =0 u+2Imv=0 (4)

En sommant (1) et (2), on déduit que Rev = 0. En sommant (3) et (4), on déduit que Jm v = 0. Finalement,
v =0, donc u = 0.

La question précédente donne : pour tout 8 € R, |a|>+|b|> — (|c|>+|d|?) +2Re((ab— cd)e?) = 0. En appliquant

ce qui précéde a u = |a|> +|b|? — (|c|* + |d|?) et v = ab— cd, on obtient u = v = 0, donc |a|]® + |b|*> = |c|* + |d|?
et que ab = cd.
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c. Sia=0, onacd =0 daprés la question précédente. Comme ad — bc # 0, on a bc # 0, donc ¢ # 0, ce qui
entraine que d = 0. Finalement, h est de la forme

h:z— b
cz
Comme |b]> = |c|?, on a |2| = 1, donc £ s'écrit &® pour un réel § € R. Ainsi, h: z+— <, et h est de type (1).
d. On a (|al* — |c[*)(|al* — |dI*) = |a* - |ad|* —|cal® +|cd[*.
Comme ab = cd, on a |ab|? = |cd|?, donc

(la]* = Ic)(lal* = 1dI*) = |al*  |ad|* —|ca* +|ab]* = |al*(|a]* — |d|” — [c[* +|b") = 0

d'aprés la question 6b.

a

e. Silal = |c|, alors c+ # 0, et on a 2 € U, donc il existe 6 € R tel que a = ce®. Comme ab = cd, on en déduit
que che® = cd. Comme ¢ # 0, on a b = de®. Ansi, ad — bc = ce®d — dec = 0. On en déduit que dans ce cas
h n’est pas une homographie, donc ce cas est impossible.

f. Si|a| = |d|, alors comme ci-dessus il existe § € R tel que § = . Alors, pour tout z € C tel que cz+d # 0,
b b
hz)y=2Z2%a _g0Z%5
d 5z+1 Fz+1
On pose o = S. Comme ab = cd, on a alors <= Z—g = %_JI' L'égalité a = % donne ensuite § = % g = g =Qa.
Par ailleurs, on déduit aussi de ab = cd que |b| = |c|, doncsia = 2 € U, on a |a| = |b| = |c|, ce qui est impossible

d'apres la question précédente. On a donc bien montré que I"homographie h est de type (2).

4/4



