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1 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient x1, ..., Xn, Y1,...,¥Yn € R.
1. En développant le membre de gauche, montrer que

n n n 2
S Gy = 2 (z) (z) i (z) |
k=1 k=1 k=1

1<igsn

2. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

n n n
2 2
E XkYk| < E X E Vi
k=1 k=1 k=1
e D)
1. Ona:
2 2.2 2 2
Do =) = > X -2 ) xwa+ Y X
1<i j<n 1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n

(35) (57) == (350) (320) +(37) (57
(£7) (2) = (Emn) +(24) (%),

car les indices des sommes sont muets. En regroupant les termes, on obtient bien I'égalité désirée.

2. D'apres la question précédente, on a

2(E) (E) = (Bn) >0

(&) <(24) (24)

On compose ensuit par la fonction racine carrée qui est croissante sur Ry, et on obtient le résultat.

donc

2 Transformation d’Abel. Soit n € N*. On considére des réels ag, ..., an, bo. ..., by, et on pose, pour tout k € [0, n],

k
Ak:Za,, et, si k < n, bk:Bk+1*Bk~
i=0

1. Pour tout k € [1, n], exprimer ax en fonction de Ay et Ax_1.
2. En déduire :

n n—1
> aBi = AnBn— > Acby.
k=0 k=0

n
3. Application. Calculer la somme Z k2K,
k=0
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1. Sike[l,n], ona
k—1
Ax = <Z a,> +ak = Ak1+ak, donc ax = Ak — Akt

i=0

2. On déduit de la question précédente que

Z aBx = aBo+ Z(Ak — Ak-1)Bk = aoBo + ZAkBk = ZAK—IBI(
k=0 k=1 k=1

k=1

n n—1 n—1
Or par changement d'indice £ =k — 1, ona >, Ac-1Bx = > AiBrr1 = Y AcBi+1, 'indice étant muet. Ainsi,
k=1 =0 k=0

n n n—1 n—1 n—1
ZakBk = 8030+ZAkBk—ZAkBk+1 = a BO+ZAkBk+Aan_AOBI_ZAkBk+1
k=0 k=1 k=0 Y k=1 k=1

=Ag

n—1
= AnBn+ Ai(Bo — B1) + ZAk(Bk — Bi+1)

k=1
n—1

= ABin+ Y Ac(Bk — Bis),
k=0

ce qui conclut car pour tout k € [0, n — 1], Bx — Bis1 = —bx.
3. Il suffit d'appliquer la formule précédente en posant ax = 2% et Bx = k pour tout k € [0, n]. Ainsi,

Ac=2/=2"""—1 et b =1
k=0

Par ce qui précede, on a

n n—1 n—1 n—1
Sk = -1 =Y @ —1) = @ -1)-2> 2"+>"1
k=0 k=0 k=0 k=0

= n(2™" -1)—2(2"—1)+n
2™ (n—1)42.
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