
MPSI – Mathématiques 2025-26

Chapitre 32

Familles sommables

I Sommation de familles de R`

Soit puiqiPI une famille d’éléments de R`. On appelle somme de la famille puiqiPI

ÿ

iPI

ui “ sup

#

ÿ

iPF

ui, F Ă I, F fini

+

Si
ř

iPI

ui P R`, on dit que la famille est sommable, et on note parfois
ř

iPI

ui ă `8.

Définition - Somme d’une famille de R`

Remarques.

– Si un des termes de la famille est infini, la somme de la famille est infinie.
– Si J Ă I, alors

ř

iPJ

ui ď
ř

iPI

ui.

– Si puiqiPI est une famille sommable de R`, alors la caractérisation du sup assure que pour tout ε ą 0, il existe
une partie finie F Ă I telle que

ÿ

iPF

ui ě

ˆ

ÿ

iPI

ui

˙

´ ε.

Soit punqnPN une suite d’éléments de R`.

˛ Si
ř

un converge, alors
ř

nPN
un “

`8
ř

n“0
un,

˛ Si
ř

un diverge, alors
ř

nPN
un “ `8. On note alors

`8
ř

n“0
un “ `8.

Théorème - Lien avec les séries à termes positifs

Démonstration.

– Si
ř

un converge, alors pour toute partie finie F de N, on a
ř

nPF

un ď
`8
ř

n“0
un, donc

ř

nPN
un ď

`8
ř

n“0
un.

Or si FN “ J0, NK, on a
ř

nPFN

un “
N
ř

n“0
un ÝÑ

NÑ`8

`8
ř

n“0
un, d’où l’égalité par caractérisation séquentielle du sup.

– Si
ř

un diverge, alors pour tout N P N, on a
ř

nPN
un ě

N
ř

n“0
un ÝÑ

NÑ`8
`8, d’où le résultat.

Remarque. On retiendra qu’on peut toujours écrire
`8
ř

n“0
un lorsque les réels un sont positifs, au sens des familles

sommables.

Soient puiqiPI une famille d’éléments de R` et pIkqkPK une partition de I, c’est-à-dire que I “
Ů

kPK

Ik. Alors

ÿ

iPI

ui “
ÿ

kPK

ÿ

iPIk

ui.

Théorème - Sommation par paquets

Démonstration. Admis.

Lycée Montesquieu 1



MPSI – Mathématiques 2025-26

Exemples.

– En regroupant par paquets les pairs et les impairs, on a
ř

nPN
un “

ř

nP2N
un `

ř

nP2N`1

un.

– On peut calculer la somme
ř

pi,jqPN2

ui`j en regroupant par paquets tous les couples pi, jq ayant même somme
i ` j :

ÿ

pi,jqPN2

ui`j “
ÿ

kPN

ÿ

pi,jqPN2,
i`j“k

uk “
ÿ

kPN
uk

ˇ

ˇtpi, jq P N2, i ` j “ ku
ˇ

ˇ “
ÿ

kPN
pk ` 1quk.

car N2 “
Ů

kPN
tpi, jq P N2, i ` j “ ku.

Le théorème de Fubini énoncé ci-dessous concerne le cas où la famille est indexée par un produit. Il assure qu’on peut
intervertir les sommes lors de sommations successives d’une famille de R`.

Soit pui,jq
pi,jq

P I ˆ J une famille de R`. On a
ÿ

pi,jqPIˆJ

“
ÿ

iPI

ÿ

jPJ

ui,j “
ÿ

jPJ

ÿ

iPI

ui,j .

Théorème - Fubini, cas positif

Démonstration. On remarque que I ˆ J “
Ů

iPI Ai, où Ai “ tpi, jq, j P Ju, donc par sommation par paquets,
ÿ

pi,jqPIˆJ

“
ÿ

iPI

ÿ

pi,jqPAi

ui,j “
ÿ

iPI

ÿ

jPJ

ui,j .

De même pour l’autre somme.

Remarques.

– Si pour tout pi, jq P I ˆ J , le réel ui,j s’écrit ui,j “ aibj , alors le théorème de Fubini donne
ÿ

iPI

ÿ

jPJ

aibj “

ˆ

ÿ

iPI

ai

˙ ˆ

ÿ

jPJ

bj

˙

.

– Cas des sommes triangulaires. Avec le même raisonnement, on obtient qu’on peut intervertir les sommes trian-
gulaires de nombres réels positifs comme les sommes finies, par exemple :

`8
ÿ

i“0

i
ÿ

j“0

ui,j “
ÿ

pi,jqPIˆJ,
jďi

ui,j “

`8
ÿ

j“0

`8
ÿ

i“j

ui,j .

Soient puiqiPI et pviqiPI deux familles d’éléments de R` et λ, µ P R`.

– Croissance : si pour tout i P I, ui ď vi, alors
ř

iPI

ui ď
ř

iPI

vi.

– Linéarité :
ř

iPI

pλui ` µviq “ λ
ř

iPI

ui ` µ
ř

iPI

vi.

– Réindexation : si φ est une bijection d’un ensemble J dans I, alors
ř

iPI

ui “
ř

jPJ

uφpjq.

Théorème - Sommation et opérations

Remarques.

– La croissance entraîne que si pour tout i P I, ui ď vi, et pviqiPI est sommable, alors puiqiPI l’est également.
– Le résultat sur la réindexation assure en particulier que, si une série à termes positifs

ř

un est convergente, alors
sa somme ne dépend pas de l’ordre des termes : on dit qu’elle est commutativement convergente.
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II Familles sommables
1. Définition

On dit qu’une famille puiqiPI de nombres complexes est sommable si
ř

iPI

|ui| ă `8. On note ℓ1pIq l’ensemble des
familles sommables de CI .

Définition - Famille sommable – ℓ1pIq

Exemple. Si
ř

un est une série de nombres complexes, alors punqnPN est sommable si et seulement si la série
ř

un est
absolument convergente.

Si x P R, on note
x` “ maxpx, 0q, et x´ “ maxp´x, 0q

On appelle x` la partie positive du réel x, et x´ sa partie négative.

Notation - Partie positive, partie négative

Remarque. Pour tout x P R, on a x`, x´ P R`. Par ailleurs,

˛ x` “ 1
2 p|x| ` xq, et x´ “ 1

2 p|x| ´ xq,

˛ x “ x` ´ x´, et |x| “ x` ` x´.

– Si puiqiPI une famille sommable de RI , alors pu`
i qiPI et pu´

i qiPI sont sommables. On définit alors la somme
de la famille puiqiPI :

ÿ

iPI

ui “
ÿ

iPI

u`
i ´

ÿ

iPI

u´
i .

– Si puiqiPI une famille sommable de CI , alors pReuiqiPI et pImuiqiPI sont sommables. On définit alors la
somme de la famille puiqiPI :

ÿ

iPI

ui “
ÿ

iPI

Reui ` i
ÿ

iPI

Imui.

Définition-théorème - Somme d’une famille sommable

Démonstration.

– Si puiqiPI est sommable, comme pour tout i P I, u`
i “ |ui| ´ u´

i ď |ui|, on déduit par comparaison que pu`
i qiPI

est sommable. De même pour pu´
i qiPI .

– Si puiqiPI est sommable, comme pour tout i P I, |Repuiq| ď |ui|, on en déduit par comparaison que pRepuiqqiPI
est sommable. De même pour pImpuiqqiPI .

Si puiqiPI est sommable et ε ą 0, alors il existe une partie F Ă I finie telle que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

ui ´
ÿ

iPF

ui

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε.

Théorème - Approximation par une somme finie

Démonstration. On sait d’après le cas positif qu’il existe des parties finies F1, F2 de I telles que
ř

iPF1

u`
i ě

ř

iPI

u`
i ´ ε

2
et

ř

iPF2

u´
i ě

ř

iPI

u´
i ´ ε

2 . Ainsi, en posant F “ F1 Y F2, F est une partie finie de I, et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

ui ´
ÿ

iPF

ui

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

u`
i ´

ÿ

iPF

u`
i ´

ÿ

iPI

u´
i `

ÿ

iPF

u´
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

u`
i ´

ÿ

iPF

u`
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

u´
i ´

ÿ

iPF

u´
i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε,

car

2. Propriétés de la somme d’une famille sommable
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Soient puiqiPI et pviqiPI deux familles de K et λ, µ P C. Si puiqiPI et puiqiPI sont sommables, alors pλui ` µviqiPI
l’est également, et ÿ

iPI

pλui ` µviq “ λ
ÿ

iPI

ui ` µ
ÿ

iPI

vi

Ainsi, ℓ1pIq est un K-espace vectoriel.

Théorème - Linéarité de la somme

Démonstration. Si F Ă I est fini, par inégalité triangulaire,
ř

iPF

|λui ` µvi| ď |λ|
ř

iPF

|ui| ` |µ|
ř

iPF

|vi| ď |λ|Su ` |µ|Sv,
où Su “

ř

iPF

|ui| et Sv “
ř

iPF

|vi| . Ainsi,

sup

#

ÿ

iPF

|λui ` µvi|, F Ă I, F fini

+

ď |λ|Su ` |µ|Sv,

d’ou la sommabilité.

– Montrons l’additivité dans le cas K “ R : pour tout i P I, ui ` vi “ pui ` viq
` ´ pui ` viq

´ “ u`
i ´u´

i ` v`
i ´ v´

i ,
ce qui entraîne que pui ` viq

` ` u´
i ` v´

i “ pui ` viq
´ ` u`

i ` v`
i . Par positivité des familles, on a

ÿ

iPI

pui ` viq
` `

ÿ

iPI

u´
i `

ÿ

iPI

v´
i “

ÿ

iPI

pui ` viq
´ `

ÿ

iPI

u`
i `

ÿ

iPI

v`
i .

Par conséquent,
ř

iPI

pui ` viq “
ř

iPI

pui ` viq
` ´

ř

iPI

pui ` viq
` “

ř

iPI

u`
i ´

ř

iPI

u´
i `

ř

iPI

v`
i ´

ř

iPI

v´
i “

ř

iPI

ui `
ř

iPI

vi.

– Si K “ C, alors
ř

iPI

pui ` viq “
ř

iPI

pRepuiq ` Repviqq ` i
ř

iPI

pImpuiq ` Impviqq, et le résultat se déduit du point
précédent.

Si puiqiPI est une famille sommable de K, alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

ui

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

iPI

|ui|.

Théorème - Inégalité triangulaire

Démonstration. Soit F une partie finie de I. On a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ř

iPF

ui

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ř

iPF

|ui| ď
ř

iPI

|ui| par inégalité triangulaire pour une
somme finie, d’où le résultat par passage au sup.

Si puiqiPI est une famille sommable d’éléments de K et pIkqkPK une partition de I, alors pour tout k P K, la
famille puiqiPIk est sommable, la famille

`
ř

iPIk
ui

˘

kPK
est sommable, et

ÿ

iPI

ui “
ÿ

kPK

ÿ

iPIk

ui.

Théorème - Sommation par paquets

Démonstration. Pour tout k P K, on a
ř

iPIk

|ui| ď
ř

iPI

|ui| ă `8 donc puiqiPIk est sommable. Ensuite,

ÿ

kPK

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPIk

ui

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

kPK

ÿ

iPIk

|ui| “
ÿ

iPI

|ui| ă `8,

par sommation par paquets pour une famille à termes positifs, d’on la sommabilité de la dernière famille.
Dans le cas K “ R, le théorème de sommation par paquets dans le cas positif appliqué aux familles pu`

i qiPI et pu´
i qiPI

permet de conclure. Dans le cas K “ C, on applique le résultat précédent aux familles pReuiqiPI et pImuiqiPI .

Comme dans le cas positif, le théorème de Fubini s’en déduit directement.

Si pui,jq
pi,jqPIˆJ est une famille sommable, alors

´

ř

jPJ ui,j

¯

iPI
et p

ř

iPI ui,jq
jPJ

sont bien définies et sommables,

Théorème - Théorème de Fubini
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et ÿ

pi,jqPIˆJ

“
ÿ

iPI

ÿ

jPJ

ui,j “
ÿ

jPJ

ÿ

iPI

ui,j .

Remarque. On utilisera généralement le théorème en deux temps pour justifier une interversion de somme dans le
cas d’une famille réelle ou complexe :

– on justifie la sommabilité, en ayant recours au cas positif du théorème de Fubini,
– on utilise le théorème de Fubini pour intervertir les sommes.

3. Produit de Cauchy

Nous nous intéressons ici à la manière de calculer un produit de sommes de familles sommables, essentiellement dans
le cas I “ N (c’est-à-dire dans le cas des séries). Signalons d’abord le résultat suivant, qui généralise une remarque
faite ci-dessus dans le cas des familles de R`.

Si paiqiPI et pbjqjPJ sont deux familles sommables, alors la famille paibjq
pi,jqPIˆJ est sommable, et

ÿ

iPI

ÿ

jPJ

aibj “

ˆ

ÿ

iPI

ai

˙ ˆ

ÿ

jPJ

bj

˙

.

Théorème - Somme et produit

Démonstration. Par le cas positif du théorème de Fubini, on a
ř

pi,jqPIˆJ

|aibj | “
ř

iPI

|ai|
ř

jPJ

|bj | ă `8, d’où la somma-
bilité. Le théorème de Fubini assure alors :

ÿ

pi,jqPIˆJ

aibj “
ÿ

iPI

ÿ

jPJ

aibj “
ÿ

iPI

ai

ˆ

ÿ

jPJ

bj

˙

.

Soient a, b P KN telles que les séries
ř

an et
ř

bn convergent absolument. Pour tout n P N, on note cn “
n
ř

i“0

aibn´i.
Alors

ř

cn converge, et ˜

`8
ÿ

n“0

an

¸ ˜

`8
ÿ

n“0

bn

¸

“

`8
ÿ

n“0

cn.

Théorème - Produit de Cauchy

Démonstration. D’après l’hypothèse, les familles panqnPN et pbnqnPN sont sommables, et on a d’après le théorème
précédent, ˜

`8
ÿ

i“0

ai

¸ ˜

`8
ÿ

j“0

bj

¸

“
ÿ

pi,jqPN2

aibj “

`8
ÿ

n“0

ÿ

pi,jqPN2
i`j“n

aibj “

`8
ÿ

n“0

n
ÿ

i“0

aibn´i “

`8
ÿ

n“0

cn,

en regroupant par paquets les couples pi, jq ayant la même somme i ` j : N2 “
Ů

nPN
tpi, jq P N2, i ` j “ nu.

Exemples.

– Si x P R est tel que |x| ă 1, alors on a
`8
ÿ

n“1

nxn´1 “
1

p1 ´ xq2
: comme

ř

xn converge absolument,

˜

`8
ÿ

n“0

xn

¸ ˜

`8
ÿ

n“0

xn

¸

“

`8
ÿ

n“0

n
ÿ

i“0

xi xn´i “

`8
ÿ

n“0

xn
n

ÿ

i“0

1 “

`8
ÿ

n“0

pn ` 1qxn “

`8
ÿ

n“1

nxn´1.

– Si x, y P C, on sait que
ř

xn

n! et
ř

xn

n! convergent absolument, donc
˜

`8
ÿ

n“0

xn

n!

¸ ˜

`8
ÿ

n“0

yn

n!

¸

“

`8
ÿ

n“0

n
ÿ

i“0

xi

i!

yn´i

pn ´ iq!
“

`8
ÿ

n“0

1

n!

n
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

xiyn´i “

`8
ÿ

n“0

1

n!
px ` yqn.

Remarque. Ce dernier exemple permet de retrouver que pour tous x, y P R, exey “ ex`y. En d’autres termes, exp est
un morphisme de groupes de pC,`q vers pC‹,ˆq.
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