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Chapitre 32

Familles sommables

| Sommation de familles de R..

Définition - Somme d’une famille de R

Soit (u;)ier une famille d’éléments de R. On appelle somme de la famille (u;)

Zui = sup{Zui, Fcl, Fﬁni}

el el

el

Si ) u; € Ry, on dit que la famille est sommable, et on note parfois Y u; < +00.
el el

Remarques.

— Si un des termes de la famille est infini, la somme de la famille est infinie.
- SiJclI, alors Y u; < > uy.

i€ i€l

— Si (u;)ies est une famille sommable de R, alors la caractérisation du sup assure que pour tout € > 0, il existe

une partie finie F' < [ telle que
Z U; = (Z ui> — €.
el iel

" Théoréeme - Lien avec les séries a termes positifs

Soit (un),,cy une suite d’éléments de R

+00
o Si >l u, converge, alors > un, = Y U,
neN n=0 +00
o Si Y uy diverge, alors »; u, = +00. On note alors Y, u, = +00.
neN n=0

Démonstration.

+o0 +o
— Si > u, converge, alors pour toute partie finie F' de N, on a Y u, < U, done D) un, < Y Up.
nekl n=0 neN n=0

N o0
Orsi Fy =[0,N],ona > wu,= > u, —> Y, up, dou ’égalité par caractérisation séquentielle du sup.
n=0

neFy N—+w n,20 N

— Si > uy, diverge, alors pour tout Ne N, ona > u, > > u, — +o0o,dou le résultat. O
neN n=0 N—+o©
+00
Remarque. On retiendra qu’on peut toujours écrire Y. u, lorsque les réels u, sont positifs, au sens des familles
sommables. n=0

" Théoréme - Sommation par paquets

Soient (u;)ier une famille d’éléments de R, et (I une partition de I, c’est-a-dire que I = I. Alors
keK

Su= 3% Yw

el keK i€l

Démonstration. Admis. O
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Exemples.
— En regroupant par paquets les pairs et les impairs, on a Y, up = >, Uup+ D Up.
neN ne2N ne2N+1

— On peut calculer la somme ), wu;;; en regroupant par paquets tous les couples (i,j) ayant méme somme
fL' +j : (ivj)EN2

DUwi = > > wk = D ukl{(i,4) eN it =k} = ) (k+ Duy.

(¢,7)eN? keN (i,j)en2, keN keN
iti=k

car N? = k|_|N{(z',j) eN? i+j =k}
€

Le théoreme de Fubini énoncé ci-dessous concerne le cas ou la famille est indexée par un produit. Il assure qu’on peut
intervertir les sommes lors de sommations successives d’une famille de R .

" Théoréme - Fubini, cas positif
€ I x J une famille de R,. On a

DD RTED )0

(i,5)eIxJ i€l jeJ jeJ iel

Soit (uiJ)(iJ)

Démonstration. On remarque que I x J = | |,.; A;, ou A; = {(4,7), j € J}, donc par sommation par paquets,

L= g = ) )

(hj)elxJ i€l (i,j)eA; iel jeJ
De méme pour 'autre somme. O
Remarques.
— Si pour tout (4,7) € I x J, le réel w; ; s’écrit u; ; = a;b;, alors le théoréme de Fubini donne
S aiby = (2) <ij>.
il jeJ iel jeJ

— Cas des sommes triangulaires. Avec le méme raisonnement, on obtient qu’on peut intervertir les sommes trian-
gulaires de nombres réels positifs comme les sommes finies, par exemple :

+00 1 +00 +00
2 2 = )y g = ) )ty
i=0j=0 (i,4)eIx J, j=0i=j

j<i

Théoréme - Sommation et opérations

Soient (u;);.; et (vi),c; deux familles d’éléments de R et A, pu € Ry
— Croissance : si pour tout i € I, u; < v;, alors > u; < > ;.
iel iel
— Linéarité : Y (Au; + pv;) = XD ui + p Y v;.
iel iel iel
— Réindexation : si ¢ est une bijection d'un ensemble J dans I, alors Y] u; = D] Uy(j)-
iel jeJ

Remarques.

— La croissance entraine que si pour tout i € I, u; < v;, et (v;),.; est sommable, alors (u;),.; 'est également.

iel
— Le résultat sur la réindexation assure en particulier que, si une série a termes positifs >, u,, est convergente, alors
sa somme ne dépend pas de l'ordre des termes : on dit qu’elle est commutativement convergente.
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Il  Familles sommables

1. Définition

Définition - Famille sommable — ¢(])

On dit qu'une famille (u;),.; de nombres complexes est sommable si Y, |u;| < 4+00. On note £*(I) ensemble des
familles sommables de CT. iel

Exemple. Si )] u, est une série de nombres complexes, alors (uy,),, .y €st sommable si et seulement si la série )] u, est
absolument convergente.

Notation - Partie positive, partie négative

Si z € R, on note
2t = max(z,0), et 2~ = max(—z,0)

On appelle 1 la partie positive du réel z, et x~ sa partie négative.

Remarque. Pour tout z € R, on a z+, 2~ € R,. Par ailleurs,

o xt = %(|x| +x), et x7 = %(\x| — ),

ox =zxt—z7 et |z] =zt +a~

Définition-théoréme - Somme d’une famille sommable

+
7

Eui = Eu:r —zu;.

iel el iel

— Si (u;);c; une famille sommable de R’, alors (u
de la famille (u;)

)icr €t (u; ),c; sont sommables. On définit alors la somme

iel -

~ Si (u;);.; une famille sommable de C’, alors (Rew;),.; et (Jmu;), ; sont sommables. On définit alors la

somme de la famille (u;)
Zui = Ziﬁeuz +1i ijuz

el el el

iel *

Démonstration.

— Si (ui);e; est sommable, comme pour tout i € I, uj” = |u;| — u; < ||, on déduit par comparaison que (u;")
est sommable. De méme pour (u; )

i€l

i€l

— Si (u4),c; est sommable, comme pour tout ¢ € I, |Re(u;)| < |u;], on en déduit par comparaison que (Re(u;))
est sommable. De méme pour (Jm(u;))

i€l

O

el

 Théoréme - Approximation par une somme finie
Si (u),c; est sommable et € > 0, alors il existe une partie F' < I finie telle que

Su- Y

el el

< e

Démonstration. On sait d’apres le cas positif qu’il existe des parties finies Fy, Fy de I telles que Y uf > > u — 5
iel

et > u; = > u; — 5. Ainsi, en posant F' = I} U Fy, F est une partie finie de I, et i€k
ieFy el
o 1 _ + + — - + + - —
S-Sl = S - S-S+ Y| < | S S [Sr - o] <
el i€l el el el el el el el el
car ]

2. Propriétés de la somme d’une famille sommable

Lycée Montesquieu 3



MPSI — Mathématiques 2025-26

Théoreme - Linéarité de la somme

Soient (u;),c; et (v;)
Pest également, et

deux familles de K et \, € C. Si (u;),c; et (u;);e; sont sommables, alors (Au; + pv;)

Z(/\Ui +pvg) = A Zuz +MZU1‘

el el el

el el

Ainsi, £*(I) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Si F' < I est fini, par inégalité triangulaire, >, [Au; + pv;| < [A] D) |wil + [p] X |vi] < |A|Su + |14/ Sw,
ou Sy = Y, |ui et Sy = > v . Ainsi, er ek ek
ieF ieF

sup {Z [Mu; + pvy|, Fcl, F ﬁni} < |A[Su + | 1] S,
i€l
d’ou la sommabilité.
— Montrons 'additivité dans le cas K = R : pour tout i € I, u; +v; = (w; +v;)" — (u; +v;)~ = u;L —u; + v;r -7,
ce qui entraine que (u; +v;)" +u; +v; = (w; + v;)” +u; + v/ . Par positivité des familles, on a

Z(UZ +v;)" +Zui_ +Zvi_ = Z(ul + i)~ +Zu:” +Zvi+.

iel iel iel iel iel iel
Par conséquent, > (u; +v;) = D (u; +v)t — D(ui +v)t = Duf — X ui + Do —Dv; = Dui+ X v
el el el el el el el el el

- Si K = C, alors Y, (u; +v;) = >, (Re(u;) + Re(vy)) +1 D, (Im(u;) + Im(v;)), et le résultat se déduit du point
précédent. iel iel iel -

Théoréme - Inégalité triangulaire

Si (u);c; est une famille sommable de K, alors

S

iel

< ) luil.

Démonstration. Soit F' une partie finie de 1. On a
somme finie, d’ou le résultat par passage au sup.

D U

iEF

< > |w] < D) |ui| par inégalité triangulaire pour une
ieF iel O

" Théoréme - Sommation par paquets

Si (u;)ier est une famille sommable d’éléments de K et (Ik)keK une partition de I, alors pour tout k € K, la

famille (u;),.;, est sommable, la famille (i I ;) rere €St sommable, et

Su- % Su

el keK iely,

Démonstration. Pour tout k€ K, ona >} |ui| < > |u;| < 400 donc (u;);c;, est sommable. Ensuite,

i€l el
SNl < 3 Nl = Tl < +oe,
keK

i€ly keK iely el

par sommation par paquets pour une famille a termes positifs, d’on la sommabilité de la derniére famille.

. . _ 7 N . . . . . L4 . ’ . . + —
Dans le cas K = R, le théoréme de sommation par paquets dans le cas positif appliqué aux familles (u;"),_; et (u; )
permet de conclure. Dans le cas K = C, on applique le résultat précédent aux familles (Rew;),., et (Jmu,)

el
O

iel”

Comme dans le cas positif, le théoréme de Fubini s’en déduit directement.

" Théoréeme - Théoréme de Fubini

Si (uivj)(i,j)eli est une famille sommable, alors (Zjej um)id et (Qler ui,j)ng sont bien définies et sommables,
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et

YRR IR

(ij)elxJ i€l jeJ jeJiel

Remarque. On utilisera généralement le théoréme en deux temps pour justifier une interversion de somme dans le
cas d’une famille réelle ou complexe :

— on justifie la sommabilité, en ayant recours au cas positif du théoreme de Fubini,
— on utilise le théoreme de Fubini pour intervertir les sommes.

3. Produit de Cauchy

Nous nous intéressons ici & la maniere de calculer un produit de sommes de familles sommables, essentiellement dans
le cas I = N (c’est-a-dire dans le cas des séries). Signalons d’abord le résultat suivant, qui généralise une remarque
faite ci-dessus dans le cas des familles de R .

" Théoréeme - Somme et produit

Si (ai);es €t (b)), sont deux familles sommables, alors la famille (a;b;) ; est sommable, et

S aiby = (z) <ij>.

iel jeJ iel jedJ

(2,7)eIx

Démonstration. Par le cas positif du théoreme de Fubini, ona >} |a;bj| = > |a;| > |bj] < 400, d’olt la somma-
bilité. Le théoréme de Fubini assure alors : (i,g)elxJ el jeJ
2 aibj = ZZaibj = Zai (2 bj> D
(i,5)eIxJ i€l jeJ i€l jeJ

" Théoréme - Produit de Cauchy

n
Soient a, b € KN telles que les séries Y. a,, et Y. b, convergent absolument. Pour tout n € N, on note ¢, = 3. a;b,_;.

Alors ¢, converge, et o . . i=0
< Z an) < Z bn) B Z o
n=0 n=0 n=0

Démonstration. D’apres 'hypothese, les familles (a,)nen et (bn)nen sont sommables, et on a d’aprés le théoréme

précédent,
+0 +00 tx n
(So)(Be) - 2 an= % 8w - 3 3an - B
i=0 j=0 (4,7)eN? n=0 (s,)eN2 n=0i=0
itj=n
en regroupant par paquets les couples (i, j) ayant la méme somme i +j : N2 = | | {(i,5) e N?, i + j = n}. O
neN
Exemples.
400 1
— Si x € R est tel que |z| < 1, alors on a Z na"t = ﬁ : comme Y. x™ converge absolument,
-z
n=1
+00 +00 +00 n ) ] +00 n +00 +00
(Z x") (Z x") = Z lex”_l = Z JJ"Z 1= Z(n+1)xn = Z na™ L.
n=0 n=0 n=017=0 n=0 =0 n=0 n=1
— Six,y € C, on sait que . % et >’ %,L convergent absolument, donc
o on +o0 to A o g
-t _ . n
S (Z%) - SR - Sk (e - e
n=0 n=0 n=01:=0 =0 =0 n=0

Remarque. Ce dernier exemple permet de retrouver que pour tous x,y € R, e*e¢? = ¢**¥. En d’autres termes, exp est
un morphisme de groupes de (C, +) vers (C*, x).
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