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Chapitre 27

Dénombrement

I Cardinal
1. Définition

Soit E un ensemble non vide. S’il existe n P N‹ tel que E est en bijection avec J1, nK, alors on dit que E est fini,
de cardinal n, et on note |E| “ n ou CardE “ n.
Par ailleurs, l’ensemble ∅ est également dit fini, et on convient que |∅| “ 0.

Définition - Cardinal d’un ensemble fini

Remarques.

– Si |E| “ n, alors n désigne le nombre d’éléments de l’ensemble fini E : une bijection de E sur J1, nK associe à
chaque élément de E un entier de J1, nK qui lui est propre. On a alors “compté” les éléments de E. Cette bijection
justifie qu’on peut écrire E sous la forme E “ tx1, . . . , xnu, où x1, . . . , xn sont les éléments (distincts) de E.

– On rappelle que deux ensembles E et F sont dits équipotents s’il existe une bijection entre E et F , ce qu’on
note E – F . Par conséquent, dire que E est de cardinal n P N‹ revient à dire E – J1, nK.
Rappelons également que – vérifie les propriétés d’une relation d’équivalence : si E,F,G sont des ensembles,

˛ réflexivité : E – E,
˛ symétrie : si E – F , alors F – E,
˛ transitivité : si E – F et F – G, alors E – G.

Si E un ensemble fini de cardinal n P N‹ et x0 P E, alors |Eztx0u| “ n´ 1.

Lemme

Démonstration. Soit φ une bijection de E vers J1, nK. Ainsi, la fonction

ψ : Eztx0u Ñ J1, nKztφpx0qu

x ÞÑ φpxq

est clairement bijective. Or J1, nKztφpx0qu est en bijection avec J1, n ´ 1K : la fonction f : J1, nKztφpx0qu Ñ J1, n ´ 1K
vérifiant fpiq “ i pour i ă φpx0q et fpiq “ i´ 1 pour i ą φpx0q est une bijection.
Ainsi, on a Eztx0u – J1, nKztφpx0qu – J1, n´ 1K, donc |Eztx0u| “ n´ 1.

Remarque. Une conséquence du lemme ci-dessus est que si J1,mK et J1, nK sont en bijection, alors m “ n. On montre
par récurrence sur n P N‹ que pour tout m P N‹, si J1,mK et J1, nK sont en bijection, alors m “ n.

– le cas n “ 1 est clair,
– si le résultat est vrai au rang n P N‹ et si J1,mK – J1, n` 1K, alors J1,m´ 1K – J1, n` 1Kztφpmqu. Par le lemme,

on a alors J1,m´ 1K – J1, nK, donc m´ 1 “ n par hypothèse de récurrence. On a donc bien m “ n` 1.

Ceci donne l’unicité du cardinal d’un ensemble fini, la notation |E| “ n n’est donc pas ambiguë.

Soit E un ensemble fini. Si A Ă E, alors A est un ensemble fini et |A| ď |E|. Par ailleurs, |A| “ |E| si et seulement
si A “ E.

Théorème - Cardinal d’un sous-ensemble

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur le cardinal de E.

– Si |E| “ 0, alors le résultat est clair : si A Ă E, alors A “ E “ ∅.
– Soit n P N, on suppose le résultat vrai pour les ensembles de cardinal n, et on considère un ensemble E de

cardinal n` 1 et A Ă E.
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˛ Si A “ E, alors on a bien sûr |A| “ |E|.
˛ Si A ­“ E, alors il existe x0 P EzA. D’après le lemme ci-dessus, on a |Eztx0u| “ n. Comme A Ă Eztx0u,

l’hypothèse de récurrence assure que |A| ď |Eztx0u| “ n, donc |A| ď |E|.

Ceci montre bien que |A| ď |E|, et qu’on a |A| “ |E| dans le seul cas où |A| “ |E|, ce qui clôt la récurrence.

2. Principe additif, principe multiplicatif

Si E1, E2 sont deux ensembles finis disjoints, alors E1 \ E2 est fini et

|E1 \ E2| “ |E1| ` |E2|.

Plus généralement, si E1, . . . , En sont finis deux à deux disjoints, alors |E1 \ . . .\ En| “ |E1| ` . . .` |En|.

Théorème - Principe additif

Démonstration. On note n1 “ |E1| et n2 “ |E2|. Si n1 “ 0 ou n2 “ 0, alors d’un des ensembles E1, E2 est
vide donc le résultat est clair. Sinon, soient des bijections φ1 : E1 Ñ J1, n1K et φ2 : E2 Ñ J1, n2K. L’application
φ : E1 \ E2 Ñ J1, n1 ` n2K définie par

φ : x ÞÑ

"

φ1pxq si x P E1,
n1 ` φ2pxq si x P E2

est bijective, donc |E1 \ E2| “ n1 ` n2 “ |E1| ` |E2|. La généralisation se montre par une récurrence directe.

Si E est un ensemble fini et A Ă E, alors |EzA| “ |E| ´ |A|.

Théorème - Cardinal du complémentaire

Démonstration. On a E “ pEzAq \A, donc |E| “ |EzA| ` |A| par le principe additif, ce qui conclut.

Si E et F sont deux ensembles finis, alors E Y F et E X F sont finis, et

|E Y F | “ |E| ` |F | ´ |E X F |.

Théorème - Formule du crible pour deux ensembles

Démonstration. On a E Y F “ pEzF q \ F “ pEzpE X F qq \ F , donc E Y F est fini comme union d’ensembles finis,
et E X F est fini comme sous-ensemble de E X F . Par ailleurs, |E Y F | “ |EzpE X F q| ` |F | “ |E| ´ |E X F | ` |F |

d’après le théorème précédent, car E X F Ă E.

Si E1, E2 sont deux ensembles finis, alors E1 ˆ E2 est fini et

|E1 ˆ E2| “ |E1| ˆ |E2|.

Plus généralement, si E1, . . . , En sont finis, alors |E1 ˆ . . .ˆ En| “ |E1| ˆ . . .ˆ |En|.

Théorème - Principe multiplicatif

Démonstration. Montrons le résultat pour deux ensembles. On remarque que E1 ˆ E2 “
Ů

xPE1

txu ˆ E2, donc par le
principe additif,

|E1 ˆ E2| “
ÿ

xPE1

|txu ˆ E2| .

Or pour tout x P E1, on a txuˆE2 – E2 : il suffit de considérer l’application φ : txuˆE2 Ñ E2 définie par φpx, yq “ y
pour tout y P E2, qui est clairement bijective. Ainsi, |E1 ˆ E2| “

ř

xPE1

|E2| “ |E1| ˆ |E2|.

Remarque. En particulier, si E est un ensemble fini et k P N‹, l’ensemble Ek des k-uplets d’éléments de E est finie,
et |Ek| “ |E|k.
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3. Applications et cardinal

Soient E,F deux ensembles finis. L’ensemble FE “ F pE,F q des applications de E dans F est fini, et

|FE | “ |F ||E|.

Théorème - Nombre d’applications entre ensembles finis

Démonstration. On note k “ |E|. On peut donc noter x1, . . . , xk les k éléments de E. On considère l’application Φ :
définie par :

Φ : f ÞÑ pfpx1q, . . . , fpxkqq.

Il est clair que pour tout py1, . . . , ykq P F k, il existe une unique f P FE telle que fpx1q “ y1, . . . , fpxkq “ yk. En
d’autres termes, Φ est bijective, ce qui entraîne que FE est fini et |FE | “ |F k| “ |F |k “ |F ||E|.

Soient E,F deux ensembles finis tels que |E| “ |F | et une application f : E Ñ F , alors

f est injective ô f est surjective ô f est bijective.

Théorème - Bijection entre deux ensembles de même cardinal

Démonstration. Supposons f injective, alors |fpEq| “ |E|, donc |fpEq| “ |F |. Comme fpEq Ă F , on obtient que
fpEq “ F , c’est-à-dire que f est surjective.
Supposons que f est surjective, on peut alors introduire une application g : F Ñ E telle que pour tout y P F , gpyq

est un antécédent de y par f . L’application g est injective : si y, y1 P F sont tels que gpyq “ gpy1q, alors en notant
x “ gpyq, on a fpxq “ y et fpxq “ y1, ce qui donne y “ y1. Le point précédent assure alors que g est aussi surjective.
Finalement, g est bijective, donc f l’est également comme réciproque de g.

II Arrangements et combinaisons
On s’intéresse ici, pour un ensemble E fini donné, au nombre de k-uplets d’éléments distincts de E, ainsi qu’au nombre
de sous-ensembles de cardinal fixé de E.

1. Arrangements

Si E est un ensemble fini et k P N‹, on appelle k-arrangement de E tout k-uplet d’éléments distincts de E.
Définition - Arrangements

Remarque. Par exemple, on pensera à un k-arrangement pour représenter le résultat de k tirages successifs (l’ordre
compte) d’éléments de E sans remise (on ne peut tirer deux fois le même élément de E).

Soient E un ensemble fini de cardinal n P N‹ et k P N‹. Si k ą n, il n’existe pas de k-arrangement de E, et si
k ď n,

il existe exactement n!

pn´ kq!
k-arrangements de E.

Théorème - Nombre d’arrangements

Démonstration. Il est clair que le nombre de k-arrangements dans un ensemble E à n éléments ne dépend pas de
l’ensemble E. On note AkpEq l’ensemble des k-uplets d’éléments distincts de E, pour tout entier k.
Montrons par récurrence sur n P N‹ que pour tout ensemble E de cardinal n, |AkpEq| “ n!

pn´kq! pour tout k P J1, nK.
– Si n “ 1, il est clair que |A1pEq| “ 1, donc le résultat est vrai.
– Soit n P N‹. Supposons le résultat vrai au rang n, et considérons un ensemble E de cardinal n` 1. On a

AkpEq “
ğ

xPE

tpx1, . . . , xkq P AkpEq, x1 “ xu.

Or clairement pour tout x P E, |tpx1, . . . , xkq P AkpEq, x1 “ xu| “ |Ak´1pEztxuq| “ n!
pn´pk´1qq! “ n!

pn`1´kq!

par hypothèse de récurrence, car |Eztxu| “ n.
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Le principe additif donne alors :

|AkpEq| “
ÿ

xPE

|tpx1, . . . , xkq P AkpEq, x1 “ xu| “
ÿ

xPE

n!

pn` 1 ´ kq!
“

pn` 1qn!

pn` 1 ´ kq!
“

pn` 1q!

pn` 1 ´ kq!
,

ce qui conclut.

Remarque. Ce raisonnement par récurrence peut être synthétisé de la manière suivante : si k ď n, pour choisir un
k-uplet d’éléments distincts de E,

– il y a n choix possibles pour le 1er élément du k-uplet,
– puis il y a n´ 1 choix possibles pour le 2ème élément du k-uplet,
– . . .
– puis il y a n´ k ` 1 choix possibles pour le k-ème élément du k-uplet.

On dénombre donc au total npn´ 1q . . . pn´ k ` 1q “ n!
pn´kq! choix possibles.

Ce type de raisonnement doit être vu comme un condensé d’une preuve rigoureuse basée sur les principes additifs et
multiplicatifs. On se contentera souvent de ce type de preuve pour éviter que les dénombrements soient exagérément
techniques.

On retiendra :
“on choisit . . . , puis . . . ” Ñ principe multiplicatif,
“on choisit soit . . . , soit . . . ” Ñ principe additif.

Nombre de permutations. Si |E| “ n, un n-arrangement représente une permutation de l’ensemble E. Par le
théorème ci-dessus, il y a exactement n! permutations de E si |E| “ n.

Remarque. On retrouve donc que |Sn| “ n!.

Exemple. Nombre d’injections. Soient E,F deux ensembles finis, on note k “ |E| et n “ |F |. Si k ď n, l’ensemble
des applications injectives de E dans F est de cardinal n!

pn´kq! .

Démonstration. On note x1, . . . , xk les k éléments de E, et I pE,F q l’ensemble des applications injectives
de E dans F . On note que

Ψ : I pE,F q Ñ F k

f ÞÑ pfpx1q, . . . , fpxkqq

est clairement injective, donc définit une bijection de I pE,F q sur son ensemble image, qui n’est autre que
l’ensemble des k-uplets d’éléments distincts de F . On a donc |I pE,F q| “ |AkpEq| “ n!

pn´kq! .

2. Combinaisons, coefficients binomiaux

Soient E est un ensemble fini de cardinal n, et k un entier.

– on appelle k-combinaison de E une partie de E à k éléments,
– on note

`

n
k

˘

le nombre de k-combinaisons de E, ce nombre ne dépend pas du choix de E.

Définition-théorème - Combinaisons, coefficients binomiaux

Remarque. Par exemple, on pensera à une k-combinaison pour représenter le résultat de k tirages simultanés (l’ordre
ne compte pas) d’éléments de E. On ne peut bien sûr pas tirer deux fois le même élément de E dans ce cadre.

Notation. Comme dans le chapitre Sommes et produits, on convient de noter PkpEq l’ensemble des parties d’un
ensemble E à k éléments.

Démonstration. Il s’agit de montrer que si E et F sont deux ensembles de cardinal n, alors |PkpEq| “ |PkpF q|.

Comme E et F sont de même cardinal, il existe une bijection φ de E dans F . Il suffit alors de remarquer que

Φ : PkpEq Ñ PkpF q

A ÞÑ tφpxq, x P Au

est bijective : elle est clairement bien définie car φ est bijective, et a pour réciproque l’application B ÞÑ tφ´1pyq, y P Bu.
On a donc bien |PkpEq| “ |PkpF q|.
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Si E est un ensemble fini, alors |PpEq| “ 2|E|.

Théorème - Nombres de parties d’un ensemble fini

Démonstration. Si on note n “ |E|, on peu clairement écrire que PpEq “
n
Ů

k“0

PkpEq, ce qui entraîne par la formule
du binôme de Newton que

|PpEq| “

n
ÿ

k“0

|PkpEq| “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

“ 2n.
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