MPSI — Mathématiques 2025-26

Chapitre 26

Groupe symétrique — Déterminants

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C, et n désigne un entier non nul.

I  Groupe symétrique

On rappelle que si E est un ensemble, on note (&(FE), o) le groupe formé par les bijections de E dans E, qu’on appelle
aussi des permutations. Nous nous intéressons ici au groupe symétrique S([[1,n]), ou n € N*, qu’'on note &,,.

On remarque que si E est un ensemble fini de cardinal n € N*, alors E est en bijection avec [1,n]. Par conséquent, a
cette bijection pres, les résultats de ce chapitre concernant &,, s’appliquent aussi aux permutations de F.

1. Généralités

Notation. On note parfois une permutation o € G,, sous la forme d’un tableau :

On a par ailleurs généralement recours a la notation “produit” des groupes : on notera o7 au lieu de o o 7, et on
parlera du “produit” des permutations o et 7.

1 2

Exemples. Idp; ) = (1 9

n P 1 2 3 4 5
n) € 6,, (souvent notée simplement Id), o = (2 3 4 5 1) € Gs.

Définition - Support d’une permutation
Si o e &, on appelle support de o I’ensemble

Supp(o) = {i€[1,n], o(i) =i}

des éléments de [1,n] qui ne sont pas laissés fixes par o.

Exemples. Supp(Id) = &, et Supp(c) = [1,5] dans I'exemple ci-dessus.
Remarque. Sio € &, et i € Supp(o), alors o(i) € Supp(o).

Démonstration. Siie Supp(o) et j = o(i), alors j = ¢. Ainsi, on a o(j) = j par injectivité de f. O

" Théoréme - Permutations a supports disjoints

Deux permutations de G,, dont les supports sont disjoints commutent.

Démonstration. Soient des permutations o, 7 € &,, telles que Supp(o) n Supp(7) = &. Montrons que o7 = T0.

— Si ¢ € Supp(co), alors on a vu que o (i) € Supp(c). On en déduit que i ¢ Supp(7) et o (i) ¢ Supp(7). Ceci entraine
que o(7(i)) = o(i), et 7(0(7)) = o(i), donc o7(i) = 7o (). Le cas i € Supp(7) est identique.
— Si i ¢ Supp(o) et i ¢ Supp(7), alors o(i) =i et 7(i) = i, donc o(7(i)) = 0(z) =1 = 7(i) = 7(c(3)).

Finalement, o7 (i) = 70(i) pour tout i € [1,n], donc o7 = 70. O

Définition - Cycles, transpositions
Soit 0 € &,,.

— On dit que o est un cycle 8'il existe i1, ..., € [1,n] deux a deux distincts tels que Supp(c) = {i1,..., ik}

et
o(i1) =iz, o(iz) =13, ..., o(ik—1)=1ix, o(ix) =1i1.
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On note alors o = (i1 @2 ... ir). On appelle k-cycle de &,, un cycle dont le support est de cardinal k.
| — On appelle transposition un 2-cycle de G,,.

Remarque. Un cycle o = (i1 iz ... i) de &, laisse fixe tous les éléments de [1,n] autres que 41, ...,4x. Ainsi, o peut
étre vu comme une permutation de E = {i1,...,i}, mais aussi plus généralement de tout ensemble contenant E.

1 2 3 4 5 6 7

Exemple. La permutatlono—(3 2 4 75 6 1

) est un 4-cycle qui s’écrit o = (134 7).

Remarques.

— L’écriture d’un k-cycle comme ci-dessus n’est pas unique : dans I’exemple qui précéde, on peut aussi écrire

c=(3471).
— La bijection réciproque du k-cycle (i1 io ... ix) est donnée par (ig ix—1 ... i1).
— Un k-cycle v = (i1 42 ... i) s’écrit comme le produit de k — 1 transpositions :

g = (21 ’LQ) (ZQ 23) N (ik,1 Zk)

" Théoréme - Décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Toute permutation o € &,, peut s’écrire de maniere unique, a ordre des facteurs pres, comme produit de cycles
a supports disjoints.

Démonstration. (Non ezigible). On se contente de donner 'idée de la preuve de l'existence : on fixe o € &,,, et on
note E = [1,n]. Le résultat est clair pour o = Id, donc on peut supposer que Supp(c) = @.

— On fixe a € Supp(c). Comme FE est fini, on sait qu’il existe un entier m tel que 0™ (a) € {a,0(a),...,c™ 1(a)}, et
on suppose que m est le plus petit tel entier. Alors, 0™ (a) = a : si 0™(a) = o¥(a) avec k = 0, alors 0™ *(a) = a,
ce qui n’est pas possible car a,o(a),...,c™ (a) sont distincts. En notant & = {a,o(a),...,c™ 1(a)}, on note
que la restriction de o & & est alors le cycle v = (a o(a) ... o™ !(a)).

— On remarque que F\C est alors stable par o car les éléments de & ont tous leur antécédent dans €. Ainsi, la
restriction de o & E\&, qu’on note ¢’, est une permutation de E\@, dont le support est disjoint de celui de +.
On a par ailleurs o = vo' : ¢ siz € 0, alors (vo')(z) = v(x) = o(z)

o sl xe E\O, alors (vo')(z) = o' (y(z)) = o' (x) = o(z).
On applique alors le méme procédé que ci-dessus & la permutation o, dont le support est strictement plus petit,
et ainsi de suite.

Comme ’ensemble E est fini, le procédé décrit ci-dessus s’arréte naturellement, et on a bien écrit o comme produit
de cycles a supports disjoints. O

Remarque. IL’ensemble & de la preuve ci-dessus associé a 1’élément a est appelé 1'orbite de a pour o. On vérifie
aisément que Iensemble des orbites de o forme une partition de [1,n], qui donne exactement les supports des cycles
de la décomposition. De cette remarque découle 'unicité & ordre des facteurs pres.

La preuve ci-dessus fournit directement un moyen algorithmique d’écrire une permutation en produit de cycles a
supports disjoints :

— on sélectionne un élément a dans Supp(c) (s’il y en a), et on trouve un premier cycle en déterminant son orbite,
— on procede de méme avec un élément de Supp(o) qui n’est pas dans lorbite de a (s’il y en a), et ainsi de suite.

123456)

Exemple. Déterminons la décomposition de o € &g donnée par o = <4 6 5 3 1 2

— On cherche Porbite de 1 : o(1) =4, 0(4) = 3, 0(3) = 5, 0(5) = 1, donc le premier cycle est (1 4 3 5).
— On cherche Porbite de 2 : 0(2) = 6, 0(6) = 2, donc le second cycle est (2 6).

Finalement, 0 = (143 5)(26) = (26)(14305).

Par le méme procédé, on obtient les décompositions des exemples ci-dessous.

Exemples.
1

2 8
3 5

. . 34 5 6 7
801tlapermutat10na=( 148 2 6 7)668. Onaoc=(13)(25678).
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— Soit la permutation 7=(2354)(2516)(2531)eSs. Ona 7= (142)(36).

Théoréme - Décomposition en produit de transpositions

Toute permutation o € G,, peut s’écrire comme un produit de transposition.

Démonstration. On sait que o € G,, s’écrit comme produit de cycles. Or comme on ’a vu ci-dessus, tout cycle s’écrit
comme un produit de transpositions, ce qui conclut. O
Remarques.

— On dit que 6, est engendré par les transpositions.

- A1 n’y a pas d’unicité dans cette décomposition, ni de commutativité. En revanche, nous allons voir que si
o € 6, s’écrit de deux manieres comme produit de transpositions, alors la parité du nombre de transpositions
est la méme dans les deux décompositions.

2. Signature

" Théoreme et définition - Signature d’une permutation

1l existe un unique morphisme de groupe € de &,, dans {—1, 1} tel que pour toute transposition 7 € &,,, e(7) = —1.
On appelle signature d’une permutation le réel (o).

Si o€ &, on dit que o est paire si (o) = 1, et impaire si (o) = —1.

La démonstration est non exigible, et nous nous contentons des exemples et remarques ci-dessous, qui permettent de
comprendre comment construire €, et de calculer (o) pour une permutation o donnée.

Exemples.

-~ Onac¢(ld) =1.
— Si 7y est un k-cycle, on sait que o est un produit de k — 1 transpositions : ¢ = 71 ...7;_1, donc comme ¢ est un

morphisme, on a el
e(y) = elr)...e(mp—1) = (1)

Remarques.

— L’exemple des k-cycles ci-dessus fournit un moyen de calculer la signature d’une permutation o € &,, : on écrit
o comme produit de cycles & supports disjoints : ¢ = v;...7m,. Alors si on note ¢; = |Supp(y;)| pour tout

i€ lml, £(0) = e(n) - elym) = (-7 (=)L, (*)

— Une permutation est paire si et seulement si elle s’écrit comme le produit d’'un nombre pair de transpositions,
et impaire si elle s’écrit comme le produit d'un nombre impair de transpositions.

— On peut montrer que € est donné par :

I o(i) —a(j)
1<i<j<n t=J
11 suffit de vérifier que & définit un morphisme de groupe de &,, dans {—1, 1}, qui associe —1 & toute transposition.

— On déduit du point précédent que si o € &,,, alors (o) désigne la parité du nombre d’inversions de o, ¢’est-a-dire
du nombre de couples (i, j) tels que i < j et o(i) > o(j).

Dans la pratique, on pourra toujours trouver la signature d’une permutation en 1’écrivant comme produit de cycles a
supports disjoints, puis en utilisant (=).

1 23 45 T 8) st o
347 6 2 1 5) o pare

On écrit o en produit de cycles & supports disjoints : o = (137) (246 85), donc (o) = (—1)?(=1)* = 1.

Exemple. La permutation ¢ = ( g

Remarque. L’ensemble A, des permutations paires de &,, forme un sous-groupe de &,,, appelé groupe alterné. En
effet, A,, = e71({1}) donc A,, est 'image réciproque du sous-groupe {1} de {—1,1}.
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Il Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

1. Formes n-linéaires alternées

Définition - Application n-linéaire
Soient E, F' deux K-espaces vectoriels. Une application f : E™ — F est dite n-linéaire sur F si f est linéaire par

rapport & chaque variable, i.e. pour tous i € [1,n] et x1,...,%;i—1,%iy1,..., %, € E, application
E — F
r = f(xla"',$i717x7mi+la"'>xn)

est linéaire. On note %, (E, F') Pensemble des applications n-linéaires sur E.

— Cas n = 2 : on dit que les applications de %4 (E, F') sont bilinéaires.

— Cas F = K : on dit que les applications de %, (F,K) sont des formes n-linéaires sur F.

Exemples.
— L’application f : R? x R? — R définie par f : ((z1,22), (y1,y2)) — 191 + T2y2 est une forme bilinéaire.
— L’application g : #,(K)? — 4, (K) définie par g : (4, B) — AB est bilinéaire.
— Soit ¢ : R? x R? — R telle que pour tout (z,y) € R? x R? avec x = (z1,22) et y = (y1,y2), le réel p(x,y)
est l'aire algébrique du parallélogramme porté par les vecteurs de coordonnées (z1,x2) et (y1,y2) dans le plan.
L’application ¢ est bilinéaire.

Remarque. On peut montrer que, comme .Z(E, F'), 'ensemble .%, (F, F') définit un K-espace vectoriel.

Définition - Forme n-linéaire alternée

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une n-linéaire f sur E est alternée si pour tout (z1,...,x,) € E™,
s'il existe i, j € [1,n] tels que i = j et x; = xj, alors f(z1,...,2,) = 0.

Autrement dit, si (x1,...,x,) contient deux vecteurs égaux, alors son image par f est nulle.

Exemple. Si f, g sont deux formes linéaires sur F, alors 'application ¢ : (z,y) — f(2)g(y) — f(y)g(x) définit une
forme bilinéaire alternée sur E :

— Dlapplication ¢ est clairement bilinéaire par linéarité de f et g,
— pour tout z € E, p(x,x) = f(zx)g(z) — f(z)g(x) = 0.

Théoreme - Formes n-linéaires alternées et familles liées

Soient E un K-espace vectoriel, f une forme n-linéaire alternée sur E et (z1,...,x,) € E™.
— Ajouter & un vecteur de (x1,...,x,) une combinaison linéaire des autres ne change pas son image par f.
— Si (z1,...,2,) est liée, alors f(x1,...,2,) = 0.
Démonstration.
— Sans perte de généralité, on ajoute a x,, une combinaison linéaire des autres vecteurs : si A1,..., A\p—1 € K|

n—1 n—1
f(xl,...,xn+ > /\ixi) = f(x1,...,xn) + > flx1, s Tn_1,2;) = flx1,...,20)
i=1 i=1

car pour tout i € [1,n — 1], comme la famille (z1,...,2,-1, ;) a deux vecteurs égaux, f(z1,...,2n—1,2;) = 0.
— Si (z1,...,2,) est liée, il existe k € [1,n] tel que xy est combinaison linéaire des autres vecteurs : xp = >, A;x;.
Ainsi, i=k
flzr, .. xn) = X2 Nif(zr, .. 2.0, 20) =0,
ll i=k T
A.
car les familles (z1,...,%;,...,x,) contiennent deux fois le vecteur z;. O
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Définition - Forme n-linéaire symétrique, antisymétrique
Soient E un K-espace vectoriel et f une forme n-linéaire sur E. On dit que

o f est symétrique si pour tous (21,...,%,) € E" et 0 € &y, f(To1)-- -5 Tom)) = f(@1,...,70).
o f est antisymétrique si pour tous (x1,...,7,) € E" et 0 € &p, f(To(1),--sTom)) = €(0)f(@1,...,70).
Remarques.
— Autrement dit, f est symétrique si f(z1,...,2,) est inchangé lorsqu’on change 'ordre des vecteurs z1, ..., Z,.

— Une forme n-linéaire f sur E est antisymétrique si et seulement si pour toute transposition 7 € &,,,

f(mT(1)7 s 7mT(n)) = _f(xla cee 7:L'n)-
En d’autres termes, échanger deux vecteurs parmi 1, ..., z, change le signe de f(x1,...,z,).
Démonstration.
= Il suffit d’appliquer 1’égalité de la définition & une transposition 7, qui vérifie (1) = —1.
< Si pour toute transposition 7 € &, on a f(Tr(1),...,Tr(n)) = —f(T1,...,7,), on fixe 0 € &,,. On
sait que o s’écrit comme produit de transpositions o = 7 ... 7k, donc si (z1,...,x,) € E™,
F@oqr)s - s To(n)) = [(@rm i (r0))s - Ty (i) = — (T ()53 Ty ()

On obtient le résultat en réitérant I’argument. O

Exemples.

— Le produit scalaire sur R?, défini par ((z,y), (z/,9')) — x2’ + yy’ est une forme bilinéaire symétrique sur R2.
— On reprend l'exemple rencontré ci-dessus : si f, g sont deux formes linéaires sur E, on considere I'application
v (z,y) — f(@)g(y) — f(y)g(z). Alors ¢ est antisymétrique :

Siz,yeE, alors p(y,z) = f(y)g(z) — f(z)g(y) = —¢(x,y).

Théoréme - Formes alternées et formes antisymétriques

Soit E est un K-espace vectoriel. Une forme n-linéaire sur E est alternée si et seulement si elle est antisymétrique.

Démonstration. Supposons que f est alternée, et considérons (x1,...,z,) € E™. Montrons que pour toute transposi-
tion 7€ &, on a f(mT(l), e X)) = —f(x1,...,2,), ce qui conclura par la remarque ci-dessus.
Si T = (i j), alors par n-linéarité et caractére alterné : Ajout d’un vecteur A un autre

f(LET(l),...,:ET(n)) = f(...,l‘j,...,{l)i,...) = f(...,l‘j +1‘7;,...,LEZ',...)

= f(,l‘l—l—.ﬁJ,,J}Z-ﬁ-.’l}j,)—f(,l‘l-i-.’l,‘j,,.ﬁj,)

Ainsi, f(zr(1),-- s Zrny) = =,z + 25, 25,...) = =f(...,@4,...,34,...), ce qui conclut.
Si f est antisymétrique, on considere (z1,...,zy) tel que x; = x; avec 4 = j. En considérant la transposition 7 = (¢ j),
on obtient f(...,z; ... @iy ...) = —f(-.., sy, Ty .. .). Alnsiy f(zq,...,2,) =0, donc f est alternée. O

2. Déterminant

" Théoreme et définition - Déterminant dans une base

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et & = (ey,...,e,) une base de E. Il existe une unique
forme n-linéaire alternée notée f sur E™ telle que f(ey,...,e,) = 1. On Pappelle déterminant dans la base %, et
on la note detg.

Si(z1,...,o,) € E™ et A = Matg(z1,...,x,), alors

det@(a:l,...,xn) = Z 6(0’)&0(1)’1...0,0(”),71.

ceS,
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Démonstration.

— Analyse. Soit f une forme n-linéaire alternée sur E telle que f(ey,...,e,) = 1. On considere (z1,...,z,) € E"
et pour tout i € [1,n], on note (ai g, ...,an,;) les coordonnées de x; dans la base Z. Alors,

n n
f(ZL'l,...,.’En) = f(z ail,lem...,lz aimnein) = 4 Z aihl...aimnf(ei“...,ein)

i1=1 in=1

Par n-linéarité, si deux indices iy, et 4; sont identiques, alors f(e;,,...,e;, ) = 0, on somme ici sur tous les n-uplets
(i1, ... ,iy) d’éléments distincts, c’est-a-dire les (o(1),...,0(n)), ot o € &,,. Autrement dit, on peut écrire :

flxe,. . 2n) = ZG Ag(1),1 - o(n),1 f(€o(1)s- s €an)) = Z@ Hlaa(i),i e(o)fler,- .., en). (1)
0eS,, 0eS,, i=

Comme f(eq,...,e,) =1, f a nécessairement la forme souhaitée.

— Syntheése. 1l est un peu technique mais pas difficile de se convaincre de la n-linéarité de 'application f définie
ci-dessus. Montrons seulement que f est alternée et vérifie (f(ey,...,e,) = 1.

— Pour montrer que I'application f est alternée, il suffit de montrer qu’elle est antisymétrique. Considérons

une permutation « € &, et (x1,...,x,) € E™.
Comme (Matg(2q(1), - - ,wa(n)))a(i)’i = (Matz (21, ..., %)), ()00 O0 & :
j = a(i) o' =oa "t
f@a@y, - Tam) = 2 €0) [ ao@am = 2 €0) [1 tear(y = 2 el0’a) [] ao)
ceG, 1=1 ceS, Jj=1 o’'eG, 7j=1

ou les changements d’indices dans les sommes sont justifiés respectivement par le fait que « est bijective de
[1,n] dans [1,n], et que o — oa~?! est bijective de &,, dans &,,. Comme £(0’a) = £(0’)e(a), on a bien :

f(xa(1)7 cee 737(1(71)) = €(a> Z 5(0/) ﬁl Ao (5),5 = E(Oé)f(xlv ceey xn)
j=

o'eS,

— On a A =Matgl(ey,...,e,) = I, donc

—0sio(i) =i
- n
fler,..ven) = X e(0) [1 apqy,s = e(d) [T ass = 1. O

0eG, i=1 i=1

Remarque. On prendra garde au fait que dans un espace vectoriel de dimension n, seul le déterminant d’une famille
de n vecteurs est défini.

Corollaire - Formes n-linéaires alternées

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et #Z une base de E. Toute forme n-linéaire alternée f sur
E sécrit f = adety, avec a € K.

Démonstration. 11 suffit de reprendre I'argument de la preuve précédente : si f est une forme n-linéaire alternée sur
E, alors pour tout (z1,...,2,) € E", ona f(x1,...,2,) = f(e1,...,e,) detg(z1,...,z,) dapreés (W) avec les mémes
notations. Ainsi, on a le résultat en posant a = f(eq,...,e,). O

Remarque. On voit assez aisément que I’ensemble des formes n-linéaires alternées sur F est un sous-espace vectoriel
de %, (E, F). Le résultat ci-dessus assure qu’il s’agit d’un espace vectoriel de dimension 1.

Théoreme - Déterminant d’une famille de deux vecteurs

Soient F un K-espace vectoriel de dimension 2 ayant pour base £ et .,y € E, de coordonnées respectives (x1, zs)

et (y1,y2) dans la base A. Alors :
detg(z,y) = z1y2 — T201.

Démonstration. On a Sy = {Id, (1 2)}, et e(Id) = 1, £((12)) = —1. Par conséquent,

en notant A = Matg(z,y) = (i; z;>, on a detg(z,y) = a11a22 — a2101,2 = T1Y2 — Tay1. O
o=Id o=(12)
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" Théoreme - Régle de Sarrus

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 ayant pour base % et x,y,z € E, de coordonnées respectives
(z1,22,23), (Y1,Y2,y3) et (21, 22, 23) dans la base B. Alors :

detg(z,y,2) = z1T223 + Taysz1 + T3y122 — (T2y123 + T3Y221 + T1Y322).

Démonstration. On a &3 = {Id, (1 2 3), (1 32), (12), (13), (23)}, donc en notant A = Matg(z,y, 2),

detgz(z,y,2) = aiia22a33 + 21032013 + (31012023 — 21012033 — 31022013 — G1,1432023
= T1Y223 + T2Y321 + T3Y122 - T2Y1%3 - T3Y221 - T1Y322. O

3. Propriétés

" Théoréme - Changement de base

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B, %’ deux bases de E. Pour tout (x1,...,2,) € E™,

detg (z1,...,2,) = detg (A) detg(x1,...,x,).

Démonstration. En tant que forme n-linéaire alternée sur E™, detg est un multiple de detg : il existe a € K tel que
detg = adetg. Ainsi, detg (B) = adetz(B) = a du fait que detgz(H) = 1. O

" Théoréme - Base et déterminant

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et % une base de E. Une famille (z1,...,2,) € E™ est une
base de F si et seulement si detg(z1,...,2z,) = 0.
Démonstration.
— Si # = (x1,...,2,) est une base, alors detg (B) detz(HB') = detg (#') =1, donc detz(A') = 0.
— Sila famille (x4, ...,2,) (de bon cardinal) n’est pas une base, alors elle est liée. Ainsi, detg(z1,...,2,) =0. O

11l Déterminant d’'une matrice carrée

1. Définition

Définition - Déterminant d’une matrice carrée

Soit A € A, (K). On appelle déterminant de A le déterminant de la famille des colonnes de A dans la base
canonique de K". On le note det A ou encore |A|. On a dong, si ay,...,a, désignent les colonnes de A,

det A = detg(ay,...,an) = 2 E(U)Hao(iw.
i=1

geS,

Remarques.

— L’application det : 4, (K) — K est une forme n-linéaire alternée par rapport aux colonnes.

— Si E est un K-espace vectoriel de dimension n et x1,...,x, € E, alors par définition de dety et du déterminant

d’une matrice,
detg(zy,...,z,) = det (Matg(z1,...,2,)). (2)

2. Propriétés

" Théoréme - Propriétés du déterminant d’une matrice carrée
Soient A, B € #,(K) et A e K.

i. detI,, = 1.
it. det(AA) = A" det A.
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iti. det(AB) = det Adet B.
iv. A est inversible si et seulement si det A = 0, et dans ce cas det A~ = de}; A
v. det AT = det A.

Démonstration. On note & = (eq,...,e,) la base canonique de K".
i. On a detg(es,...,e,) =1, or detg(er,...,e,) =det I, car eq,...,e, sont les colonnes de I,,. Ainsi, det I,, = 1.
7. C’est immédiat par n-linéarité de detg : K™ — K.
iti. L'application ¢ : (x1,...,2,) — detg(Axy,..., Azx,) définit une forme n-linéaire alternée sur K", ceci découle
assez directement du caractére n-linéaire alterné de detg. On sait donc que ¢ = adetg, ou a € K.
On a ¢(ey,...,e,) = detg(Aey, ..., Ae,) = det A. Comme on a aussi p(eq,...,e,) = adetg(e,...,e,) = a,
on en déduit o = det A. 11 suffit ensuite de remarquer que si by, ..., b, désignent les colonnes de B, alors

det(AB) = detg(Aby, ..., Ab,) = @(by,...,b,) = det A detg(by,...,b,) = det A det B.

iv. On sait que A est inversible si et seulement si la famille (ay, ..., a,) de ses vecteurs colonnes est une base de K", ce
qui équivaut & detgg(aq, ..., a,) = 0, ou A est la base canonique de K". Ceci conclut car det A = detg(ay,...,an).

Par ailleurs, si A est inversible, alors 1 = det I,, = det(AA™1) = det Adet A~1.
v. On revient a la définition du déterminant, et on effectue un changement d’indice dans le produit :

det A = Z E(J)Haa(i),i j:g(i) Z E(J)naj’gfl(j) = Z 6(071)1_[(1]-)071(]-),
i=1 j=1 j=1

oeS, ceS,, oeS,

car comme g(co~!) = 1, on a g(c™t) = s(lg) = ¢(0), du fait que e(ci{—1,1}. On peut ensuite effectuer le

changement d’indice 0/ = 0~! dans la somme, car o — ¢! est une bijection de &,, dans lui-méme. On obtient

det A = 2 E(J/)ﬁajﬁ/(j) = Z 5(0')ﬁ(AT)U,(j),j = detAT. O
j=1

o'e6G, g'eG, 7j=1

Corollaire - Similitude et déterminant

Soit n € N*. Deux matrices semblables de ., (K) ont méme déterminant.

Démonstration. Si A, B € .#,(K) sont semblables, il existe une matrice P € GL, (K) telle que A = P"!BP. On a
alors det A = det(P~!) det(P) det(B) = det B. O

IV Meéthodes de calcul de déterminant

1. Déterminant d’une matrice triangulaire

Théoréme - Déterminant d’une matrice triangulaire

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses termes diagonaux.

Démonstration. On traite le cas ot A € 7.7 (K). Pour tout o € &, s'il existe i € [1,n] tel que o(i) > i, alors
Ug(i),i = 0, donc ag(1y,1 - Ag(n)n = 0. Or, par une récurrence immédiate, la seule permutation o € &,, telle que
o(#) < pour tout i € [1,n] est o = Id. Par conséquent, on a det A = aq,1...,an n- O

Ce résultat s’étendra en 2eme année au cas des matrices triangulaires “par blocs”. Ici, nous utiliserons ce résultat : si
A est de la forme

ai,1 aln—1 0
ai,1 al1,n—1
A= 1 I ©o |, alors Al = ann
ap—-1,1 .-+ Gp-1,n-1 0
Qn— An— —
" N anon n—1,1 n—1,n—1
Démonstration. On sait que [A| = >} £(0)ag(1),1 - Gg(n)n, OF POUr tout 0 € &,, ON & Gu(1)1---Go(n),, = O si
o(n) =n. o€Gn
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Or les termes ag(1),1 - - - Ao (n),n avec o(n) = n sont exactement les termes de la forme a,/(1),1 - - Go/(n—1),n—10n,n aVec

0’ € S,_1. On a par ailleurs® £(0) = £(0’). Finalement, [A| = > (0”) ay(1)1 - - - Go'(n-1),n—10n,n- O
UEGn_l

2. Déterminant et opérations élémentaires

" Théoréme - Déterminant et opérations élémentaires
Soit A € .#,(K). Si A€ #,(K) est obtenue a partir de A :

— en échangeant deux colonnes, alors det A= —det A,
— en multipliant une colonne par A € K, alors det A = Adet A,
— en ajoutant a une colonne une combinaison linéaire des autres, alors det A = det A.

Les résultats ci-dessus sont encore valables pour les lignes.

Démonstration. 11 s’agit de conséquences immédiates du caractere alterné et de la n-linéarité. On obtient le résultat
sur les lignes en considérant la transposée de A. O

Remarque. Ceci entraine qu'on peut toujours calculer le déterminant d’une matrice en se ramenant au déterminant
d’une matrice triangulaire par pivot de Gauss.

a 1 o1
Exemple. Soit a € K. Déterminons le déterminant de la matrice de .#,(K) donnée par A = [* °
Li—Li—L, 1 1 1
: a
CpCrt...+Ch, a 1 ... Yo, el i Lilg—1 0 0
|A] = (a+n—1) = (a+n—-1) : =(a+n—-1)(a—1)""",
a 1 0 0 a—1 0
1 ... 1 1 1 1 1

a l'aide de la remarque du paragraphe précédent.

3. Développement suivant une ligne ou une colonne

Notation

Si Ae . #,(K) et i,je [1,n], on note A% la matrice extraite obtenue & partir de A en éliminant la ligne i et
la colonne j.

Définition - Mineurs, cofacteurs
Soient A € 4, (K) et i,5 € [1,n].

— On appelle mineur de A d’indices i, j le déterminant de A7), on le note AVIR
— On appelle cofacteur de A d’indices i, j le scalaire (—1)*t7A,; ;.

1 0o -1
Exemple. Si A= ( 2 1 3 >, alors A(23) = (jz (1)), donc Ay 3 = 1. Le cofacteur de A d’indices 2,3 est —1.
-2 1 1

" Théoréme - Développement par rapport a une ligne, une colonne
Soient A € 4, (K) et i,j € [1,n]. Signe de (—1)i+ ;
n . .
— Développement par rapport d la ligne i : on a det A = ) (—1)"a; ;A ;. Pt
i=t g (* i )
— Développement par rapport a la colonne j : on a det A = Y, (—l)i+jai,in,j.
i=1

1. Car, par exemple, o et ¢/ ont méme décomposition en produit de transpositions.
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Démonstration. Montrons le résultat sur les colonnes, celui sur les lignes s’en déduit par transposition. Soit j € [1,7n].
On note aq, ..., a, les colonnes de A, et B = (ey,...,e,) la base canonique de K".

n n
det A = detg(Xy,...,X,) = det (al,..., > ai,jei,...,an> = > a;;detg(ar,...,€;,...,an)
i=1

i=1
par n-linéarité. En notant D; ; = detg(ai,...,€;,...,a,), On a: A7)
a1 o a1j—1 0 aijy1 o aim ai,l vt a1 -1 a1 541 -~/a1,n 0
D;; = a-. Seeag .- 1 a; a~. = (71)i+j
ij — i,1 1,j—1 4,5+1 Lwn| = : . . . e

: : : An1l  ctt Gng—1 Ang+l 0 Ann O

n,1 0 apg—1 0 anjy1 0 ann a1l v a1j-1 @1541 o G1ln 1
ou on a effectué les échanges de colonnes C; < Cj41,...,Cph—1 < C), et de lignes L; <> L q,...,Ly_1 <> Ly, soit

n=i=j=2 — (—1)**J. On conclut avec la remarque

O

(n—7—1)4 (n—14—1) transpositions au total, d’ou le facteur (—1)
du paragraphe 1 : D; ; = (—1)"t7|A%7].

Exemples.
1
-SiAd=1 2
—2

— Soit a €] — 1, 1[. Pour n € N*, déterminons le déterminant de

-1
3 ) , alors en développant par rapport a la derniere colonne :
1

=)

2 1 1 0 1 0
|A|:—1‘_2 1‘—3’_2 1(+1‘2 1):—6.

1+a2 a

O .0.. ....'.a
ta 1+ a?

Sin = 3, on obtient en développant par rapport a la premiere colonne :

14 a2 a Oevveeeennn 0 a a [0 0
a 1+a2. a 0 0 1+a2' a
A =] O el T = (1+a)|Apa|—a] O 2.
. ) .. ....a ....'..a
0 0 “a  14a? 0 o 14a?

Ainsi, en développant par rapport & la premiere colonne dans cette derniére matrice,
[An| = (14 a®)|An-1] = | An-al.

On résout la récurrence linéaire d’ordre 2 en remarquant que son équation caractéristique X2 — (1 + a?)X + a?
a pour racines 1 et a?, et |A;| =1+ a? et |A3] = 1+ a? + a?, on obtient :

1— 2(n+1 n ok
VneN, |4 = ———— = > o
k=0
4. Determinant de Vandermonde
Théoreme - Déterminant de Vandermonde
Pour tous n € N* et 29,...,2, € K, on note 1 oz ... 2Pt
1 T2 PN x;‘_l
V(xla 7xn) = : .
OnaV(xy,...,z,) = n (x; — xi). 1 z, ... a7t
1<i<j<n

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n.

— Casn=1. OnaV(xy) =1, et le produit ci-dessus est vide donc égal a 1. Ainsi, le résultat est vrai pour n = 1.
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— Soit un entier n = 2. On suppose que le résultat est vrai pour n — 1, et on le montre au rang n. On considere

T1,...,T, € K. On a en effectuant les opérations C,, «— C,, — xlCn,l, iy Oy — Oy —21C :
1 @ ... 2Pt 1 0 0 "o
_ — — xro — & o —I1)T
1 @ ... z} 1 1 z2—21 ... x 1—x1z; 2 2 ! (@2 1)
Do : : : : n—2
_ — — In — X In — T1)T
1 = ... zp ! 1 xp—xz1 ... xp 17x1;)32 2 n 1 ( n 1) n

ou on a développé par rapport a la premiere ligne dans ce dernier calcul. Ainsi, en factorisant :

1 @ ... ap7? n
V(zy,...,zn) = (w2 —21) ... (2p — 21) | : n x;— 1) V(za,. .., zn).
1 zp ... 272 Jj=1
n
En utilisant ’hypothese de récurrence, on a alors V(z1,...,2,) = [[(z; —21) [] (2; —;), d’ot le résultat
en regroupant les produits. j=1 2si<gsn O

. . . . —1 . . . .
Remarque. En particulier, si n € N*, la matrice de Vandermonde (z )i<i,j<n est inversible si et seulement si les

i
scalaires x1,...,x, sont deux a deux distincts.

Ce résultat peut se retrouver plus simplement en remarquant que, en notant % la base canonique de K,,_1[X], #Z’' la
base canonique que K", et

1 ... 1?71
1 =z cooanTt

[ Ky [X] — K" ona Matg e (f) = ’ ’
P — (P(I1)7,P(an)) 1 w'n In;l.

— S’ existe deux scalaires x; égaux, alors la matrice de Vandermonde a deux lignes égales, elle n’est donc pas
inversibles.

— Sinon, Ker f = {Ogx]} car tout polynéme de K, _;1[X] qui a n racines est nul. Par conséquent, f est un
isomorphisme et la matrice de Vandermonde est inversible.

On peut également voir que f est un bijectif si les z; sont deux a deux distincts en se rappelant que tout n-uplet
(y1,--.,Yn) € K® a un unique antécédent par f donné par le polyndme interpolateur de Lagrange associé.

5. Comatrice et inverse

Définition - Comatrice
Soit A € #,,(K). On appelle comatrice de A la matrice dont les coefficients sont les cofacteurs de A, on la note
Com(A) : pour tous i, j € [1,n], oy
e setind Com(4)i; = (~1)"As;.

-3 0 -1
, alors Com(A)=12 0 -1].
-4 -5 2

ACom(A)" = Com(A)TA = (det A) I,

1

0
Exemple. Si A = (—1 2
1

O W N

0

" Théoréme
Soit A € #,(K), on a

Démonstration. Soit i € [1,n]. On a
(ACom(A Z a; ; Com(A 2 a; ;( 1)IA; j = detA
car on reconnait le développement de A par rapport & la ligne i. Si maintenant 4, j € [1,n] avec i = j, alors
n
(A COIIl(A)T)i,j = Z a; k Com J k = Z a;, k j+kAj k-
k=1

On reconnait cette fois le développement par rapport a la ligne j de la matrice obtenue a partir de A en remplagant
sa ligne j par sa ligne i. Comme cette derniére matrice a deux lignes égales, elle est de déterminant nul. Ceci entraine
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que (A Com(A)T)m = 0. Nous avons donc bien montré que A Com(A)" = (det A) I,,.

La seconde égalité se montre de la méme maniére, en faisant cette fois intervenir des développements par rapport aux
colonnes. 0

Corollaire - Inverse et comatrice

1
q g q -1 _ T
Si A e #,(K) est inversible, alors A ot A Com(A)'.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme ci-dessus. O

Remarque. La relation ci-dessus sera utilisée essentiellement dans un contexte théorique, sauf éventuellement dans le
calcul d’inverse de matrices de GL3(K). Elle fournit certes une expression explicite de I'inverse d’une matrice, mais le
coiit de calcul de o4 Com(A)T est souvent bien supérieur aux méthodes d’inversion connues.

V Déterminant d’un endomorphisme

Dans cette partie, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

Nous avons vu que deux matrices semblables de ., (K) ont méme déterminant. Par conséquent toutes les matrices
d’un endomorphisme fixé f € Z(F) ont méme déterminant. Ce scalaire sera défini comme le déterminant de ’endo-
morphisme f.

Définition-théoréme - Déterminant d’un endomorphisme

Sife Z(F)et B = e,...,e,) est une base de F, on appelle déterminant de f le scalaire
det(f) = det(Matg f).

Ainsi défini, le scalaire det f ne dépend pas du choix de la base %, et det f = detz(f(e1),. .-, f(en)).

Démonstration. Comme nous 'avons vu, si & et %’ sont deux bases de E, alors Matg f et Matg [ sont semblables,
donc elles ont méme déterminant.

Par ailleurs, on a detgz(f(e1),..., f(en)) = det(Matg(f(e1),..., f(en)) = det(Matg f). O

" Théoréme
Soient x1,...,z, € Eet f € Z(F). On a
detg(f(x1),..., f(x,)) = det(f) detg(z1,...,zn).

Démonstration. On a

detg(f(z1),.... f(zn)) = det(Matg(f(z1),..., f(zn))) = det(Matg(f) Matg(z1,...,2,))
= det(Matg(f)) det(Matg(zy,...,x,)),

d’ott le résultat car det(Matg(f)) = det f et det(Matg(z1,...,x,)) = detg(z1,...,z,). O

Il est intéressant d’avoir une interprétation géométrique du déterminant d’une famille de vecteurs en terme de “volume”
dans R™. Nous proposons ici cette interprétation sans démonstration, ces résultats dépassant le cadre du programme.

Interprétation géométrique. On note & = (ey,...,e,) la base canonique de R™, et on considére une base
B = (x1,...,2,) de R™

— Cas n = 2. La quantité detg(x1,z2) est égale a laire du parallélogramme porté par les vecteurs 1, .
— Cas n = 3. La quantité detg(x1,z2,23) est égale au volume du parallélépipede porté par x1,z2, 3.

Plus généralement, le réel detg (') est égal au volume n-dimensionnel (algébrique) du parallélépipede porté par
les vecteurs x1, ..., x,. Ainsi, I'égalité

detgz(f(z1),..., f(z,)) = det(f) detg(z1,...,zn)
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valable pour tout (z1,...,z,) exprime que ’endomorphisme f multiplie les volumes par un facteur constant,
donné par det(f).

Nous terminons par des propriétés du déterminant d’un endomorphisme, qui sont immédiatement déduites des pro-
priétés du déterminant d’une matrice carrée.

" Théoréme - Propriétés du déterminant d’un endomorphisme
Soient f,ge Z(E). On a :

o det(Idp) = 1,
o pour tout A € K, det(Af) = A" det(f),
o det(f og) = det(f)det(g),

o f est un automorphisme de F si et seulement si det f = 0, et dans ce cas det(f~!) = #(f).

Démonstration. Si on fixe une base % de E, on sait que det(y) = det(Matg(¢)) pour tout endomorphisme ¢ € Z(E).
Par conséquent, tous ces résultats sont des conséquences directes des propriétés du déterminant des matrices rencontrées
précédemment. O

| Corollaire

L’application det induit un morphisme de groupes de GL(E) dans K*.

Démonstration. Le déterminant d’un automorphisme de E est non nul, donc on a bien det(GL(E)) < K*, et par le
théoréme précédent, pour tous f,g € GL(E), on a det(g o f) = det(g) det(f). O
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