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Chapitre 24

Séries numériques

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

| Séries numériques

1. Généralités

Définition - Série

Soit (un)nen € KN. On appelle série de terme général u,, et on note > u, la suite (S, )nen définie par

VneN, S, = Zuk~
k=0

— Pout tout n € N, on dit que S, est la somme partielle de rang n de la série.

— La série Y u, est convergente si (S,,), converge, et divergente sinon.

Remarques.

— Le rang initial d’une série n’est pas toujours 0, mais peut étre tout entier ng, on note alors la série > w,.

— Pour toute série Y u,, de sommes partielles notées S,,, on peut écrire pour tout n € N*| n=no
Sn — On—1 = Un.
Définition - Somme et restes
Soit Y u, une série convergente.
+00

— On appelle somme de la série la limite de la suite (S, ), des sommes partielles, qu’on note alors Y wu,.
+o0 n +00 =0

— On appelle reste d’ordre n de la série R, = >, ur — >, ug, noté R, = > uy.
k=0 k=0 k=n+1

Remarques.

— Déterminer la nature d’une série, c’est déterminer si elle converge ou non.
— La nature de la série Y u, ne change pas si 'on modifie un nombre fini de termes de la suite (uy,).
— On ne peut parler de somme et de restes que pour une série convergente.

— Comme pour une suite, on ne peut écrire la somme d’une série qu’apres avoir justifié sa convergence.
n

+00
— /\ On veillera & ne pas confondre > up, > up et Y, .

k=0 n=0
Exemples.
n+1

o Z 37 est convergente, de somme 5 :ona ,;0 37 = 1(3):1)) n:w @ _ 5
OZnestdiverente'onaikfw P

g . k=0 2 n——+00 .

1 n 1 noq ) .

o Z m est convergente, de somme 1 : on a 1;1 m = ];1 (k _ M) —1_ — —
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| Théoréme

Si > u, converge, alors la suite (uy), converge vers 0.

Démonstration. Si Y, u, converge, la suite (S,,),, converge vers un réel S. Ainsi, u, = S, —Sp_1 - S—-S=0. O
n—+0o0

Remarques.

— Par contraposée, si le terme général d’une série ne tend pas vers 0, alors la série diverge. On dit dans ce cas que
la série diverge grossiérement.

- A La réciproque est fausse! On peut avoir u,, —> 0, mais > u, diverge.
n—+00

Série harmonique. La série Y, %, dite série harmonique est divergente.

n
Démonstration. Pour tout n € N*, on pose H, = >, . Pour tout n e N*, on a :

k=1
2n 2n
1 1 n 1
H,, — H, = - = — = — = —
2 2, k 2, 2n  2n 2
k=n+1 k=n+1

car pour tout k € [n + 1,2n], + > 5. Si la suite (H,) convergeait vers un réel H, on aurait

Hy, — H, — H — H =0, ce qui n’est pas vrai d’apres ce qui précede. Ainsi, la série diverge. [
n—+aoo

Exemples. Les séries Z \/%, Z (n—2"), 2 (—1)" divergent grossiérement.

- Théoréme - Lien suites-séries

Soit (uy,) une suite réelle.
(up,) converge < Z (Up41 — Up) converge.

n

Démonstration. Pour tout n € N,
Z (Uk+1 - uk) = Up+1 — Uo-

n k=0
Ainsi, la suite ( > (ugs1 — uk)> est de méme nature que la suite (u,+1), donc de méme nature que (uy,). O
k=0

Remarque. Ce résultat est souvent utilisé, dans un sens comme dans 'autre : pour déterminer la nature d’une suite
a partir d’une série, ou d’une série a partir d’une suite.

2. Séries et opérations

' Théoreme - Séries et opérations
Soient (uy) et (v,) deux suites de KN, et \, u € K.
— Si les séries > uy, et > v, convergent, alors Y (Au, + uv,) converge également, et

+00

+0 +0
Z(un+vn) = )\Zun+u2vn.
n=0 n=0

n=0

— Si Y u, converge et Y, v, diverge, alors > (u, + v,) diverge.

— Si K =C: la série Y, u, converge si et seulement si Y, Reu, et >, Imu,, convergent.

A si > uy, et Y, v, divergent, on ne peut rien en déduire sur la nature de Y;(u, + vy,). Par exemple, >’ L et 35 -1
sont divergentes, mais >}(1 — 1) converge.

n
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Démonstration. Til s’agit d’une conséquence directe des résultats sur les suites, appliqués a la suite des sommes
partielles des séries. O

3. Séries géométriques, série exponentielle

" Théoréme - Séries géométriques

Si z € K, la série > 2", dite série géométrique, converge si et seulement si |z| < 1. Dans ce cas,

Démonstration.

— Si |z| = 1, alors (]z|™) ne converge pas vers 0, donc la série diverge grossierement.

n
1 —gnt! 1 1
— Si|z| < 1, alors S, = Z ak = — , donc la série converge et sa somme est ——. O
= l—2 n-ot+ol—=zx 1—2
+0 Lo
Remarque. Plus généralement, si |x| < 1 et ng € N, alors Z zk = T .
n=ngo -7
+00 +o0
1 1—gno "0
En effet k= zk — 1 = — = .
’ Z Z ol T T g 1-= 1—x
k=no k=0
1 n +00 1 n 1
Exemple. La série Z <2> , converge, et sa somme vaut Z (2) = 11" 2.
n=0 2
Théoréme - Série exponentielle
Pour tout z € C, la série | '%L est convergente, et

+00 on B

2=

= n!

Remarque. Ce résultat a déja été démontré dans R dans le chapitre INTEGRATION & 'aide de I'inégalité de Taylor-
Lagrange. Nous allons adapter cette preuve pour qu’elle convienne dans C.

Démonstration. Soit z € C. On considere la fonction f : ¢t — e, qui est de classe €* sur [0, 1], donc on peut
appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange & 'ordre n € N. Tout d’abord, pour tout k € N, on a f*)(t) = zFe** pour tout

t € [0,1]. En particulier, on a f*)(0) = 2*.

Par ailleurs, pour tout ¢ € [0,1], on a |f(* V()| = |2+ 1]e??| < el < el*I. Ainsi, on a
o fM(0) o lz"
'f(l)—kzo X < el

(n+1)! S

no_k
car |z|""1 = o ((n + 1)!) par croissance comparée. Ceci entraine e* — Z Z—' —> 0, donc conclut. O
e k! n>+w
+o0
Exemple. En particulier, >, 4 =e.
n=0

4. Comparaison série-intégrale, séries de Riemann

Afin de déterminer la nature d’une série ou de trouver un équivalent des sommes partielles (ou des restes), il est parfois
utile de comparer une série & une intégrale.

Ceci est possible lorsque la série s’écrit > f(n), ot f est une fonction monotone, continue. Nous considérerons le cas
ou f est décroissante ici, le cas croissant étant une simple adaptation.
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On remarque que pour tout k € N*,

— comme pour tout z € [k — 1, k], f(k) < f(z),

k k k

flk)dz < f(@)dz, donc f(k) < f(z)dx

k—1 k—1 k—1

— comme pour tout t € [k, k + 1], f(t) < f(k),

[T < [ e ame [ < s

k k k

Finalement, pour tout k € N*, on a

k+1 k
f fwae < fk) < | fwa (%)

k k-1

||M:

n
Comme cette relation est vraie pour tout entier k, on a Z SkH f®)dt <
k=

[ e < 35 < <[ 1a (+)

1 k=1

flk) < é}l (. f(vdt. Do

1

Théoréme - Comparaison série-intégrale

Si f est une fonction réelle continue, positive, décroissante sur R, alors pour tout n € N,

[ r0at < 35w < s+ [ o

k=1

Démonstration. Les hypotheses sur f assurent que (==) est valable.
n+1 n
— Ona Z fk J flx)dx > f f(z)dx, car f est positive.
~ En sommant (=) pour k € [2,n], on obtient Z f(k J f(z)dz, donc Z f(k f(1) —&—J f(x)de. O
1

Remarques.

— Dans le cas ou la fonction f est croissante, les formules restent valables avec les inégalités dans I'autre sens.
— On pensera a ce résultat pour obtenir un équivalent des sommes partielles en cas de divergence de > u,.

Théoreme - Séries de Riemann

Soit a € R. La série Z —, dite de Riemann, converge si et seulement si a > 1.
n

Démonstration. La fonction f : x — -L est continue, décroissante, positive sur [1, +oo[.
T ’ ) ’

— Cas a < 1 : par comparaison avec une intégrale, on obtient
o1 "1 e A
Zf/ffdx_ S
= ke 1-al, l—a n-o+o

— Cas a =1 : ce résultat est déja traité, mais nous allons le montrer avec une comparaison série intégrale

n—+00

51 "1
Zk— dex:[lnx]?:lnn —  +o0.

— Cas a > 1 : par comparaison avec une intégrale,
i1<1—|—fn1d 1+ ! ' 1+ ! 1 L <1+ !
= — < —dz = - = — < —
=k 1z (@ —1)za=t ] a—1 no—t -1
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La suite (S,,) est croissante et majorée d’apres ce qui précede, donc elle converge. O

Exercice 1. Série de Bertrand. Montrer que la série >’ W converge si et seulement si 5 > 1.

Lycée Montesquieu 5



	Séries numériques
	Généralités
	Séries et opérations
	Séries géométriques, série exponentielle
	Comparaison série-intégrale, séries de Riemann

	Étude des séries à termes positifs
	Séries absolument convergentes


