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Chapitre 23

Représentation matricielle des
applications linéaires

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I Matrices et applications linéaires
1. Représentation matricielle

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n ayant pour base B “ pe1, . . . , enq et x P E de coordonnées
λ1, . . . , λn P K dans la base B : x “ λ1e1 ` . . .`λnen. On appelle matrice du vecteur x dans la base B la matrice
colonne de ses coordonnées :

MatBpxq “

˜

λ1

...
λn

¸

P Kn.

Définition - Matrice d’un vecteur dans une base

Exemples.

– Si B est la base canonique de R3, MatBpp1,´1, 2qq “

ˆ

1
´1
2

˙

.

– Si B “ p1, X,X2q est la base canonique de R2rXs, MatBpX2 ´ 2X ` 3q “

ˆ

3
´2
1

˙

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, B “ pe1, . . . , enq une base de E.

L’application φ : E Ñ Kn

x ÞÑ MatBpxq

est un isomorphisme.

Théorème

Démonstration. Soient x, y deux vecteurs et λ P K. On note x1, . . . , xn et y1, . . . , yn les coordonnées respectives de x
et y dans la base B. Ainsi,

λx ` y “

n
ÿ

i“1

pλxi ` yiqei, et MatBpλx ` yq “

˜

λx1 ` y1

...
λxn ` yn

¸

“ λMatBpxq ` MatBpyq.

Par conséquent, MatB est linéaire.
Par ailleurs, si MatBpxq “ 0n,1, alors les coordonnées de x dans la base B sont toutes nulles, donc x “ 0E . Ainsi
Kerφ “ t0Eu, et φ est injective. Comme dimE “ dimKn

“ n, l’application φ est un isomorphisme.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, B une base de E, et px1, . . . , xpq une famille de de vecteurs de
E. On appelle matrice de px1, . . . , xpq dans la base B la matrice de Mn,ppKq dont la j-ème colonne est MatBpxjq.
On note cette matrice MatBpx1, x2, . . . , xpq.

Définition - Matrice d’une famille de vecteurs dans une base

Exemples. 1. Soient x1 “ p1, 1, 1q, x2 “ p2, 2, 1q et x3 “ p0,´1, 0q trois vecteurs de R3. On a alors

MatBpx1, x2, x3q “

x1 x2 x3
˜ ¸

e1 1 2 0
e2 1 2 ´1
e3 1 1 0

,

où B “ pe1, e2, e3q est la base canonique de R3.
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Si maintenant on considère B1 “ pe1
1, e

1
2, e

1
3q, avec e1

1 “ p1, 1, 1q, e1
2 “ p1, 1, 0q et e1

3 “ p1, 0, 0q, qui est une autre
base de R3, alors

$

&

%

x1 “ e1
1 “ e1

1 ` 0 e1
2 ` 0 e1

3,
x2 “ e1

1 ` e1
2 “ e1

1 ` e1
2 ` 0 e1

3,
x3 “ ´e1

2 ` e1
3 “ 0 e1

1 ´ e1
2 ` e1

3

, donc MatB1 px1, x2, x3q “

x1 x2 x3
˜ ¸

e1
1 1 1 0
e1
2 0 1 ´1
e1
3 0 0 1

.

2. Soient P “ 1 ` 2X ` X2 et Q “ 2 ` X ` X2 deux polynômes de R2rXs.

– Si B “ p1, X,X2q, alors MatBpP,Qq “

ˆ

1 2
2 1
1 1

˙

.

– Si B1 “ p1, 1`X, X`X2q, alors P “ p1`Xq`pX`X2q, Q “ 2`pX`X2q, donc MatB1 pP,Qq “

ˆ

0 2
1 0
1 1

˙

.

Remarque. La matrice de la famille B “ pe1, . . . , enq dans la base B est MatBpBq “ In.

Soient E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B “ pe1, . . . , epq et C “ pε1, . . . , εnq.
Si f P L pE,F q, on appelle matrice de f relativement aux bases B et C la matrice MatC

`

fpe1q, . . . , φpepq
˘

. On
la note MatB,C pfq.

MatC pfpe1qq MatC pfpe2qq MatC pfpepqq

MatB,C pfq “ MatC
`

fpe1q, . . . , fpepq
˘

“

fpe1q fpe2q . . . fpepq
»

—

—

–

fi

ffi

ffi

fl

ε1
...

... . . .
...

...
...

...
...

εn
...

... . . .
...

.

Définition - Matrice d’une application linéaire

Remarques.

– On note parfois fpBq “ pfpe1, . . . , fpenqq, de sorte qu’on peut écrire MatB,C pfq “ MatC pfpBqq.
– Cas d’un endomorphisme : si E “ F et si la base B est choisie au départ et à l’arrivée, on note MatBpfq au lieu

de MatB,Bpfq.
– Si n “ dimE, on a toujours MatBpIdEq “ In.
– Si on note A “ MatB,C pfq et ai,j les coefficients de A, alors pour tout j P J1, pK, les coordonnées de fpejq dans

la base C sont pa1,j , . . . , an,jq :
fpejq “

n
ÿ

i“1

ai,jεi.

Exemples.

1. Soient f P L pR3,R2q donnée par f : px, y, zq ÞÑ px` 2y ` z, x´ zq et B “ pe1, e2, e3q et C “ pε1, ε2q les bases
canoniques respectives de R3 et R2. Comme on a

$

&

%

fpe1q “ fp1, 0, 0q “ p1, 1q “ ε1 ` ε2,
fpe2q “ fp0, 1, 0q “ p2, 0q “ 2ε1,
fpe3q “ fp0, 0, 1q “ p1,´1q “ ε1 ´ ε2,

MatBR2
pfpe1qq “

ˆ

1
1

˙

, MatBR2
pfpe2qq “

ˆ

2
0

˙

, et MatBR2
pfpe3qq “

ˆ

1
´1

˙

, et

MatBR2 ,BR3
pfq “

ˆ

1 2 1
1 0 ´1

˙

.

Si on change la base d’arrivée en C 1 “
`

ε1
1, ε

1
2

˘

, où ε1
1 “ p1, 1q et ε1

2 “ p´1, 1q, alors fpe1q “ p1, 1q “ ε1
1,

fpe2q “ p2, 0q “ ε1
1 ´ ε1

2, et fpe3q “ p1,´1q “ ´ε1
2, donc :

MatB,C 1 pfq “

ˆ

1 1 0
0 ´1 ´1

˙

.
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2. Soient f P L pR2rxsq définie par f : P ÞÑ XP 1 ` P p1q, et B “ p1, X,X2q la base canonique de R2rXs. On a

MatBpfq “

fp1q fpXq fpX2q
˜ ¸

1 1 1 1
X 0 1 0
X2 0 0 2

, car

$

’

&

’

%

fp1q “ 1,

fpxq “ 1 ` X,

fpX2q “ 1 ` 2X2.

3. Soient f P L pM2pRqq définie par f : M ÞÑ M ´2 tM , et B “ pE1,1, E1,2, E2,1, E2,2q la base canonique de M2pRq.
On a

MatBpfq “

fpE1,1q fpE1,2q fpE2,1q fpE2,2q
¨

˚

˝

˛

‹

‚

E1,1 ´1 0 0 0
E1,2 0 1 ´2 0
E2,1 0 ´2 1 0
E2,2 0 0 0 ´1

, car

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fpE1,1q “ ´E1,1,

fpE1,2q “ E1,1 ´ 2E2,1,

fpE2,1q “ ´2E1,2 ` E2,1,

fpE2,2q “ ´E2,2.

Remarque. Si E est un espace vectoriel de dimension n, alors pour toute base B de E, la matrice de l’application
IdE dans la base B est la matrice identité In de MnpRq.

Soient A P Mn,ppRq et B, C les bases canoniques respectives de Kn et Kp. L’application linéaire canoniquement
associée à A donnée par

φA : Kp
Ñ Kn

X ÞÑ AX

a pour matrice A relativement aux bases B et C : MatB,CpφAq “ A.

Théorème - Application linéaire canoniquement associée à une matrice

Démonstration. On note C1, . . . , Cp les colonnes de A. Pour tout j P J1, pK, on a φApejq “ Aej “ Cj . Comme C est
la base canonique, on a MatC pCjq “ Cj . Finalement, la j-ème colonne de MatB,CpφAq est Cj , en d’autres termes, on
a MatB,CpφAq “ A.

2. Calcul des coordonnées de l’image d’un vecteur

Soient f P L pE,F q et B, C des bases respectives de E et F . Pour tout x P E, on a

MatC
`

fpxq
˘

“ MatB,C pfq MatBpxq.

Théorème - Calcul des coordonnées de l’image d’un vecteur

Démonstration. On écrit x “
p
ř

j“1

xjej où x1, . . . , xp P K, et on note X “ MatBpxq, A “ MatB,C pfq. On a

fpxq “

p
ÿ

j“1

xjfpejq “

p
ÿ

j“1

xj

n
ÿ

i“1

ai,jεi “

n
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“1

ai,jxj

¸

εi “

n
ÿ

i“1

pAXqiεi

On en déduit que MatC pfpxqq “

˜

pAXq1
...

pAXqn

¸

“ AX “ MatB,C pfq MatBpxq.

Exemple. On reprend l’exemple ci-dessus : f P L pR2rXsq est définie par f : P ÞÑ XP 1 `P p1q. À l’aide de la matrice de
f dans la base canonique B de R2rXs calculée ci-dessus, on peut calculer l’image par f du polynôme P “ 1´X`2X2 :

MatBpfpP qq “

¨

˝

1 1 1
0 1 0
0 0 2

˛

‚

¨

˝

1
´1
2

˛

‚ “

¨

˝

2
´1
4

˛

‚.

On trouve alors bien que fpP q “ 2 ´ X ` 4X2.
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Remarques.

– On peut aisément généraliser ce résultat à une famille de vecteurs px1, . . . , xpq de E :

MatC
`

fpx1q, . . . , fpxpq
˘

“ MatB,C pfq MatBpx1, . . . , xpq.

– Le résultat ci-dessus permet de faire des calculs de noyaux et d’image d’une application linéaire f en calculant le
noyau et l’image d’une matrice de f : en effet, si x P E et y P F , alors en notant X “ MatBpxq et Y “ MatC pyq

et A “ MatB,C pfq,
x P Ker f ô fpxq “ 0F ô AX “ 0n,1 ô X P KerA

y P Im f ô Dx P E, y “ fpxq ô DX P Kp, Y “ AX.

Exemple. Soit f P L pR2rXs donnée par
f : P ÞÑ 2P ´ pX ` 1qP 1.

Comme fp1q “ 2, fpXq “ X ´ 1, et fpX2q “ ´2X, la matrice de f dans la base canonique B “ p1, X,X2q est

A “

fp1q fpXq fpX2q
˜ ¸1 2 ´1 0

X 0 1 ´2
X2 0 0 0

.

– Déterminons Ker f : si P “ a`bX`cX2, on a P P Ker f si et seulement si MatBpfqMatBpP q “ 03,1, c’est-à-dire :
ˆ

2 ´1 0
0 1 ´2
0 0 0

˙ ˆ

a
b
c

˙

“

ˆ

0
0
0

˙

ô

"

2a ´ b “ 0
b ´ 2c “ 0

ô

"

b “ 2a
c “ a

.

Ainsi, P P Ker f si et seulement si P s’écrit a ` 2aX ` aX2, ce qui donne Ker f “ Vect
`

X2 ` 2X ` 1
˘

.
– Déterminons Im f : si Q P R2rXs, on a Q P Im f si et seulement si MatBpQq P ImA. Or

MatBp1q MatBpXq

ImA “ Vect

˜

¨

˝

2
0
0

˛

‚,

¨

˝

´1
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
´2
0

˛

‚

¸

“ Vect

˜

¨

˝

2
0
0

˛

‚,

¨

˝

0
´2
0

˛

‚

¸

“ Vect

˜

¨

˝

1
0
0

˛

‚,

¨

˝

0
1
0

˛

‚

¸

.

On en déduit que Im f “ Vect p1, Xq.

3. Représentation et opérations

Le résultat suivant justifie la correspondance entre les applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie et les matrices de Mn,ppKq.

Si E,F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives B et C , alors l’application

Φ : L pE,F q Ñ Mn,ppKq

f ÞÑ MatB,C pfq

où p “ dimE et n “ dimF , est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Théorème - Applications linéaires et matrices

Démonstration.

– La linéarité de l’application y ÞÑ MatC pyq entraîne directement la linéarité de Φ : pour tous f, g P L pE,F q et
λ, µ P K, MatB,C pλf ` µgq “ λMatB,C pfq ` µMatB,C pgq.

– L’application Φ est injective : si f P KerΦ, alors MatB,C pfq “ 0n,p, donc pour tout vecteur e P B, on a
fpeq “ 0F , donc f est l’application nulle. On a donc KerΦ “ t0L pE,F qu.

– Comme par ailleurs, dimL pE,F q “ dimE dimF “ np “ dimMn,ppRq, Φ est un isomorphisme.

Soient E,F,G des K-espaces vectoriels de dimension finie ayant pour bases respectives B,C , D . Si f P L pE,F q

et g P L pF,Gq, alors
MatB,Dpg ˝ fq “ MatC ,Dpgq MatB,C pfq.

Théorème - Matrice d’une composée
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Démonstration. On note A “ MatB,C pfq et B “ MatC ,Dpgq. Si j P J1, pK, la j-ème colonne de MatB,Dpg ˝ fq est

MatDpgpfpejqqq “ MatC ,DpgqMatC pfpejqq “ MatC ,DpgqMatB,C pfqMatBpejq “ ABej .

En d’autres termes, la j-ème colonne de MatB,Dpg ˝ fq est la j-ème colonne de AB, donc MatB,Dpg ˝ fq “ AB.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, l’application

L pEq ÞÑ MnpKq

f ÞÑ MatBpfq

est un isomorphisme d’anneaux. En particulier, si f P L pEq et k P N, alors MatBE
pfkq “

`

MatBpfq
˘k.

Corollaire

Exemple. Si f P L pEq et A “ MatBpfq, où E est de dimension finie et a pour base B, alors

˛ f est un projecteur si et seulement si A2 “ A,
˛ f est une symétrie si et seulement si A2 “ In.

Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE “ dimF “ n, ayant pour bases respectives
B, C . Si f P L pE,F q, alors

f est un isomorphisme ô MatB,C pfq P GLnpKq.

Dans ce cas, MatC ,Bpf´1q “
`

MatB,C pfq
˘´1.

Théorème - Bijectivité et matrice d’une réciproque

Démonstration.

– Si f est un isomorphisme, In “ MatBpf´1 ˝ fq “ MatC ,Bpf´1qMatB,C pfq, et MatB,C pfqMatC ,Bpf´1q “ In.
Ainsi, MatB,C pfq est inversible, d’inverse MatC ,Bpf´1q.

– Réciproquement, supposons que MatB,C pfq est inversible, d’inverse B. On sait qu’il existe g P L pF,Eq tel que
MatC ,Bpgq “ B. On a alors

MatBpg ˝ fq “ MatC ,Bpgq MatB,C pfq “ In.

Ainsi, g ˝ f “ IdE , donc f est isomorphisme, et MatC ,Bpf´1q “ MatC ,Bpgq “ B “
`

MatB,C pfq
˘´1.

Remarque. Si f P L pEq, alors f est un automorphisme si et seulement si MatBpfq est inversible.

4. Rang d’une matrice

Soit A P Mn,ppRq. On appelle rang de A, noté rgpAq, la dimension de ImA, c’est-à-dire le rang de la famille
formée par ses vecteurs colonnes :

rgA “ dim ImA “ dimVect pC1, . . . , Cpq ,

où C1, . . . , Cp sont les colonnes de A. Autrement dit rgA “ rgφA, où φA est l’application linéaire canoniquement
associée à A.

Définition - Rang d’une matrice

Remarque. Comme rgA “ rgφA, on sait que

rgA ď minpp, nq.

En d’autres termes, le rang d’une matrice ne peut excéder le nombre de ses lignes, ni le nombre de ses colonnes.

Exemples.

1. rgpInq “ n, et rg
`

0MnpRq

˘

“ 0.

2. rg

ˆ

1 2 3
1 4 5

˙

“ rg

ˆˆ

1
1

˙

,

ˆ

2
4

˙

,

ˆ

3
5

˙˙

“ rg

ˆˆ

1
1

˙

,

ˆ

0
2

˙

,

ˆ

0
2

˙˙

“ rg

ˆˆ

1
1

˙

,

ˆ

0
2

˙˙

“ 2.
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Soient E,F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B et C . Si f P L pE,F q, alors

rgpMatB,C pfqq “ rg f.

Théorème - Rang d’une application linéaire, rang de matrice

Démonstration. Si on note B “ pe1, . . . , epq, on a rgpMatB,C pfqq “ rgpMatC pfpe1qq, . . . ,MatC pfpepqqq. Comme
MatC est un isomorphisme de F dans Kn, on en déduit que rgpMatB,C pfqq “ rgpfpe1q, . . . , fpepqq “ rg f .

Remarques.

– On retiendra que le rang de f P L pE,F q est le rang de sa matrice relativement à n’importe quel couple de bases.
– On a aussi, pour toute famille px1, . . . , xpq de E :

rgpx1, . . . , xpq “ rgpMatBpx1, . . . , xpqq.

Par conséquent le rang d’une application linéaire ou d’une famille de vecteur peut se ramener au calcul du rang d’une
matrice.

Exemple. Si P “ X2 ´ X ` 1, Q “ 3X2 ` X ` 2 et R “ 3X2 ` 5X ` 1, alors rgpP,Q,Rq “ rg

ˆ

1 2 1
´1 1 5
1 3 3

˙

.

Comme rgA “ rgφA, KerA “ KerφA et ImA “ ImφA, les résultats rencontrés précédemment pour les applications
linéaires se transcrivent directement matriciellement.

i. Théorème du rang : si A P Mn,ppKq, alors :p “ dimkerA ` rgA.
ii. Si A P MnpKq, alors

A P GLnpKq ô KerA “ t0n,1u ô ImA “ Kn
ô rgA “ n.

iii. Si A P MnpKq, alors A P GLnpKq ô DB P MnpKq, AB “ In ô DB P MnpKq, BA “ In.

Théorème

II Changement de base, équivalence, similitude
Dans toute cette partie, E est un K-espace vectoriel de dimension finie, B “ pe1, . . . , enq et B1 “ pe1

1, . . . , e
1
nq dont

deux bases de E.

1. Matrices de passage

Nous allons introduire des matrices permettant, au moyen d’un produit matriciel, de passer des coordonnées d’un
vecteur dans une base aux coordonnées de ce même vecteur dans une autre base.

On appelle matrice de passage entre la base B et la base B1 la matrice

PB,B1 “ MatB1,BpIdEq.

Il s’agit de la matrice de MnpKq dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs de B1 dans la base B.

PB,B1 “

e1
1 . . . e1

n
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

e1

...
...

...
...

...
...

...

en

...
...

...

Définition - Matrice de passage

Si B, B1 et B2 sont trois bases de E, alors

PB,B1 est inversible, et pPB,B1 q
´1

“ PB1,B, PB,B1PB1,B2 “ PB,B2 .

Théorème - Propriétés des matrices de passage
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Démonstration.

– Comme IdE est un isomorphisme, sa matrice PB,B1 “ MatB1,BpIdEq est inversible. Par ailleurs, on sait que
pPB,B1 q

´1
“ MatB1,BpIdEq´1 “ MatB,B1 pId´1

E q “ MatB,B1 pIdEq “ PB1,B.
– On a PB,B1PB1,B2 “ MatB1,BpIdEqMatB2,B1 pIdEq “ MatB2,BpIdE ˝ IdEq “ PB,B2 .

Exemple. On se place dans R2, muni de la base canonique B “ pe1, e2q et de la base B1 “ pe1
1, e

1
2q avec e1

1 “ p1, 1q et
e1
2 “ p0, 1q. On a

PB,B1 “

e1
1 e1

2
ˆ ˙

e1 1 0
e2 1 1

et PB1,B “

e1 e2
ˆ ˙

e1
1 1 0
e1
2 ´1 1

.

Si x P E et si on note X “ MatBpxq et X 1 “ MatB1 pxq, on a : X “ PB,B1X 1.

Théorème - Vecteurs et changement de base

Démonstration. On a PB,B1 MatB1 pxq “ MatB1,BpIdEqMatB1 pxq “ MatBpIdEpxqq “ MatBpxq.

Exemple. Revenons à l’exemple ci-dessus : si x “ p2, 2q, alors on a X “ MatBpxq “

´

2
2

¯

. On trouve les coordonnées
dans la base B1 en écrivant :

X 1 “ PB1,BX “

ˆ

1 0
´1 1

˙ˆ

2
2

˙

“

ˆ

2
0

˙

.

Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie, et B,B1 deux bases de E, C ,C 1 deux bases de F . Si
f P L pE,F q, alors en notant : A “ MatB,C pfq, A1 “ MatB1,C 1 pfq, P “ PB,B1 , Q “ PC ,C 1 , on a :

A1 “ Q´1AP.

Théorème - Applications linéaires et changement de base

Démonstration. Il suffit de remarquer que MatC ,C 1 pIdF q MatB,C pfq MatB1,BpIdEq “ MatB1,C 1 pIdF ˝f ˝ IdEq.

Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie avec dimE “ p et dimF “ n. Si f P L pE,F q et rg f “ r,
alors il existe une base B de E et une base C de F telles que

MatB,C pfq “ Jr, où Jr “

ˆ

Ir 0
0 0

˙

P Mn,ppKq

Théorème - Matrices Jr

Remarque. La matrice Jr dans le théorème ci-dessus est donnée “pas blocs” : le bloc supérieur gauche est la matrice
carrée Ir, les autres blocs sont des matrices nulles, respectivement de Mr,p´rpKq, Mn´r,rpKq et Mn´r,p´rpKq.

Démonstration. On remarque pour commencer que le théorème du rang entraîne que dimKer f “ p ´ r.

On considère une base de Ker f , qu’on note per`1, . . . , epq. On peut ensuite
compléter cette famille en une base B “ pe1, . . . , er, er`1, . . . , epq de E.

La famille pfpe1q, . . . , fperqq est libre : en effet si λ1fpe1q`. . .`λrfperq “ 0F ,
alors par linéarité λ1e1 ` . . . λrer P Ker f X Vect pe1, . . . , erq “ t0Eu, donc
λ1 “ . . . “ λr “ 0. On donc compléter cette famille libre de F en une base
C “ pfpe1q, . . . , fperq, εr`1, . . . εnq de F .

fpe1q . . . fperq fper`1q . . . fpepq

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

fpe1q 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...

fperq 1
...

...

εr`1 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
εn 0 0 0 0 . . . 0

La matrice MatB,C pfq est donc bien la matrice Jr souhaitée.

Remarques. Soit r P N‹.

– Il y a une matrice Jr pour chaque taille n ˆ p de matrice. Lorsqu’on aura besoin de le préciser, on notera Jn,p
r

la matrice Jr de Mn,ppKq.
– La matrice Jr est de rang r.
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2. Matrices équivalentes

La définition qui suit se base sur la formule de changement de base pour les applications linéaires : comme nous allons
le voir, on dira de deux matrices qu’elles sont équivalentes si elles représentent la même application linéaire.

Soient A,B P Mn,ppKq. On dit que A et B sont équivalentes s’il existe deux matrices inversibles P P GLppKq et
Q P GLnpKq telles que

B “ Q´1AP.

Définition - Matrices équivalentes

Remarques.

– Comme on sait qu’effectuer une opération élémentaire sur une matrice revient à la multiplier par une matrice
inversible, on en déduit que si B est obtenue depuis A par opérations élémentaires, alors A et B sont équivalentes.

Démonstration. Effectuer une opération élémentaire sur les lignes (resp. les colonnes) de A revient à la
multiplier par une certaine matrice inversible à gauche (resp. à droite). Ainsi, si B est obtenue depuis A
au moyen d’opérations élémentaires, alors B s’écrit B “ QAP , avec Q P GLnpKq et P P GLppKq.

– L’équivalence des matrices est une relation d’équivalence sur Mn,ppKq (exercice).

Deux matrices de Mn,ppKq sont équivalentes si et seulement si elles représentent la même application linéaire
dans deux couples de bases.

Théorème - Équivalence et applications linéaires

Remarque. En particulier, les matrices représentant une même application linéaire relativement à tout couple de
bases sont équivalentes.

Démonstration. Si A et B sont équivalentes, on peut écrire B “ Q´1AP avec P P GLppKq et Q P GLnpKq. Alors
A “ MatB,C pφAq où B et C sont les bases canoniques de Kp et Kn. On introduit alors les bases B1 et C 1 de E et F
telles que PB,B1 “ P et PC ,C 1 “ Q. Il suffit, pour tout i P J1, pK, de choisir e1

i tel que MatBpe1
iq “ CipP q et de poser

B1 “ pe1
1, . . . , e

1
pq, c’est analogue pour C 1. Alors B “ MatB1,C 1 pfq. La réciproque provient du changement de base

détaillé plus haut.

Deux matrices de Mn,ppKq sont équivalentes si et seulement si elles ont le même rang.

Théorème - Équivalence et rang

Démonstration. Si A,B P Mn,ppKq sont équivalentes, alors elles représentent la même application linéaire f dans
deux couples de bases. Ceci entraîne que rgA “ rgB “ rg f .
Réciproquement, si A,B P Mn,ppKq et r “ rgA “ rgB, alors on a vu que A et B sont toutes deux équivalentes à la
même matrice Jr P Mn,ppKq, donc A et B sont équivalentes.

Si A P Mn,ppKq, alors rgA “ rgAJ.

Théorème - Rang et transposition

Démonstration. On note Jn,p
r la matrice Jr de Mn,ppKq et Jp,n

r la matrice Jr de Mp,npKq. Si on note r “ rgA, on
sait que A est équivalente à Jn,p

r : il existe alors P P GLppKq et Q P GLnpKq telles que A “ QJn,p
r P . Par conséquent,

AJ “ PJJJ
r QJ, et AJ est du rang de JJ

r “ Jp,n
r , c’est-à-dire r.

Remarque. On avait déjà vu que le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes, on déduit de ce qui
précède que c’est aussi le rang de la famille de ses lignes.

Les opérations élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes ne changent pas le rang de la matrice.

Démonstration. Effectuer ces opérations revient à multiplier la matrice A par une matrice inversible
à gauche ou à droite, or si P P GLnpKq et Q P GLppKq, on a rgpAq “ rgpPAq “ rgpAQq.

Calcul du rang
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Les opérations élémentaires permettent au moyen de l’algorithme du pivot de Gauss de se ramener sans changer
le rang à une matrice échelonnée, dont le rang est égal au nombre de ses lignes non nulles.

Exemple. rg

ˆ

1 0 1 3
2 ´1 1 1

´4 3 ´1 3

˙

“ rg

ˆ

1 0 1 3
0 ´1 ´1 5
0 3 3 15

˙

“ rg
´

1 0 1 3
0 ´1 ´1 5

¯

“ 2.

3. Similitude

Le définition qui suit se base sur la formule de changement de base pour les applications linéaires : comme nous
allons le voir, on dira de deux matrices carrées de même taille qu’elles sont semblables si elles représentent le même
endomorphisme avec la même base au départ et à l’arrivée.

Soient A,B P MnpKq. On dit que A est semblable à B s’il existe une matrice P P GLnpKq telle que

B “ P´1AP.

Définition - Matrices semblables

Remarques.

– La relation de similitude est une relation d’équivalence sur MnpKq.
– Deux matrices semblables sont en particulier équivalentes, elles ont donc même rang.

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le même endomorphisme dans deux bases.
Théorème - Similitudes et applications linéaires

Remarque. On prendra garde au fait que la base d’arrivée de l’endomorphisme doit être la même au départ et à
l’arrivée : deux matrices A et B sont semblables si et seulement s’il existe un espace vectoriel E qui a pour bases
B,B1 et f P L pEq tels que

A “ MatBpfq, et B “ MatB1 pfq.

Démonstration. La preuve est la même que celle plus haut pour caractériser les matrices équivalentes.

On rappelle la définition de la trace d’une matrice, déjà rencontrée, ainsi que ses propriétés.

Si A P MnpKq, on appelle trace de A, notée trA la somme de ses coefficients diagonaux : trA “
n
ř

i“1

ai,i.

Définition - Trace d’une matrice

i. L’application tr : MnpKq Ñ K est une forme linéaire : si A,B P MnpKq et λ P K,

trpA ` Bq “ trA ` trB, et trpλAq “ λ trA.

ii. Si A P MnpKq, trpAJq “ trA.
iii. Si A,B P MnpKq, alors trpABq “ trpBAq.

Théorème - Propriétés de la trace

Démonstration. Les points i. et ii. se voient aisément. Montrons le dernier :

trpABq “
n
ř

i“1

pABqi,i “
n
ř

i“1

n
ř

j“1

ai,jbj,i “
n
ř

j“1

n
ř

i“1

bj,iai,j “
n
ř

j“1

pBAqj,j “ trpBAq.

Si A,B P MnpKq sont semblables, alors trA “ trB.

Théorème - Similitude et trace
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Démonstration. Si A,B P MnpKq sont semblables, il existe P P GLnpKq tel que B “ P´1AP . On en déduit que
trB “ trpP´1AP q “ trpAPP´1q “ trA.

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et f P L pEq. Si B est une base de E, alors trpMatBpfqq ne
dépend pas de la base B choisie. On appelle alors trace de f , et on note trpfq le scalaire trpMatBpfqq.

Définition - Trace d’un endomorphisme

Exemple. Si p P L pEq est un projecteur de E, alors tr p “ rg p.

En effet, si on considère une base B de E adaptée à la décomposition E “ Im p ‘ Ker f , alors la matrice
de p dans la base B est de la forme

ppe1q . . . pperq pper`1q . . . ppenq
»

—

—

—

—

—

—

—

—

–

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

e1 1 0 . . . 0
...

. . .
...

...
er 1 0 . . . 0

er`1 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
en 0 . . . 0 0 . . . 0

qui est de trace r “ rg p, ce qui conclut.

4. Rang et matrices extraites

Si A P Mn,ppKq, on dit que B est une matrice extraite de A si B est une matrice qui s’écrit pai,jqpi,jqPIˆJ , où
I Ă J1, nK et J Ă J1, pK.

Définition - Matrice extraite

Remarque. En d’autres termes, B est extraite de A si on obtient B en retirant à A certaines lignes et certaines
colonnes.

Exemple. La matrice
´

´1 3
´2 4

¯

est extraite de
ˆ

1 ´1 0 3
1 2 ´3 5
3 ´2 0 4

˙

.

Soit A P Mn,ppKq de rang r. Alors,

– toutes les matrices extraites de A sont de rang au plus r,
– si r P N‹, il existe une matrice B P GLrpKq extraite de A.

Théorème - Rang et matrices extraites

Démonstration.

– Comme A est de rang r, toute famille de r ` 1 colonnes de A est liée. Il est clair que cette même relation de
liaison lie les colonnes auxquelles on a retiré certaines lignes. On en déduit donc qu’une matrice extraite ne peut
avoir r ` 1 colonnes linéairement indépendantes, et est donc de rang au plus r.

– On sait que A possède r colonnes qui forment une famille libre. La matrice extraite obtenue en ne conservant que
ces colonnes est donc de rang r. À son tour, cette matrice possède r lignes formant une famille libre. La matrice
B extraite en ne conservant que ces lignes est de rang r. Comme B P MrpKq, elle est donc inversible.

5. Diagonalisabilité

– On dit que A P MnpKq est diagonalisable si et seulement si elle est semblable à une matrice diagonale.
– Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, on dit qu’un endomorphisme f P L pEq est diagonalisable

s’il existe une base B de E telle que MatBpfq est diagonale.

Définition - Matrices diagonalisables, endomorphismes diagonalisables
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Remarque. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie de base B et f P L pEq, alors f est diagonalisable si et
seulement si A “ MatBpfq est une matrice diagonalisable.

Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie et f P L pEq.

– On dit qu’un vecteur x P E non nul est un vecteur propre de f s’il existe λ P K tel que fpxq “ λx.
– S’il existe un tel vecteur, on dit que le scalaire λ est une valeur propre de f .

Définition - Vecteurs propres, valeurs propres

Remarque. Si λ P K est une valeur propre de f , alors les vecteurs non nuls de Kerpf ´ λ IdEq “ tx P E, fpxq “ λxu

sont les vecteurs propres de f associés à λ.

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme f P L pEq est diagonalisable si et
seulement s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de f .

Théorème - Diagonalisabilité et vecteurs propres

Démonstration. Si f est diagonalisable, il existe une base B “ pe1, . . . , enq de E telle que MatBpfq est diagonale, on
la note alors diagpλ1, . . . , λnq. Ceci entraîne que pour tout i P J1, nK, on a fpeiq “ λei. Comme les vecteurs e1, . . . , en
sont non nuls, ce sont des vecteurs propres de f .
S’il existe une base Bpe1, . . . , enq de vecteurs propres, on note λ1, . . . , λn les scalaires tels que fpeiq “ λiei pour tout
i P J1, nK, et on a alors MatBpfq “ diagpλ1, . . . , λnq, donc f est diagonalisable.

Exercice 1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f P L pEq.

1. Montrer que toute famille de vecteurs propres de f associés à des valeurs propres distinctes est libre.
2. En déduire que si f possède n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.
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