MPSI — Mathématiques 2025-26

Chapitre 22

Intégration

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R.

| Uniforme continuité

Définition - Uniforme continuité
Soit f: I — R. On dit que f est uniformément continue sur [ si

Ve>0, In>0, Vo,ye L, |z —yl <n = |f(z) - fly)l <e.

Remarques.

1. Tl convient de bien noter la différence avec la continuité sur I : une fonction continue en tout point de I vérifie :
VIEIa V€>0, El?h >0a Vy613|x7y| <Mz = |f(x)7f(y)| <Eé.

Dans ce cas, on a toujours l'existence du réel 7, mais ce réel varie en fonction des réels x € I. Dans le cas de
I'uniforme continuité, on peut choisir un réel 7 qui convient pour tous les réels x € I.

Si f est uniformément continue sur I, elle est bien siir continue sur I, mais la réciproque est fausse.
2. Si f est k-lipschitzienne sur I, alors elle est uniformément continue sur I.

En effet, si e > 0, on pose 7 = %. Alors, pour tous x,y € I tels que [x—y| < 7, le caractere k-lipschitzien
de f domne |f(z) — f(y)| <kly —z[ <k =-e.

Théoreme - Théoréeme de Heine

Si f est une fonction continue sur un segment I, alors f est uniformément continue.

Démonstration. Supposons que f n’est pas uniformément continue sur I, c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que
V>0, dx,yel, |[x —y| <net|f(x)— f(y)| =e. On en déduit que pour tout n € N*, il existe z,,y, € I tels que

|20 —ynl < 7 et [f(zn) = flyn)| > & (1)

Ceci construit deux suites (2,)nen €t (Yn)nen, qui sont bornées car I est un segment. Le théoréme de Bolzano-
Weierstrass entraine alors 'existence d’une sous-suite (xw(n))neN convergente dans I, dont on note x la limite. On en
déduit que y,(n) RawAt A on a donc
1
Yom) = 2| < Won) = Tom)| + |Tpm) = 2] < & + |Zpm) —2| — 0.

n—+00

La continuité de f donne alors que f(xy,)) S () et f(Ypm)) St f(z) done f(zym)) = f(Wpn)) St 0, ce
qui qui contredit (). O

Il Intégrale de Riemann

Dans toute cette partie, I est un segment, qu’on écrira I = [a, b] avec a < b.

1. Intégration des fonctions en escalier

Définition - Subdivision
On appelle subdivision de I la donnée de o = {ag,...,an}, ol ag,...,an €I, et a =ap <a; <...<a, =b. On
appelle pas de la subdivision o le réel h = max{ay+1 — ax, k € [0,n — 1]}.
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Remarque. On convient ici de toujours écrire les subdivisions sous la forme o = {ay, ..., a,} en respectant 'ordre des
réels ag,...,a, :on a toujours a = ag < a1 < ... < an, =b.

Définition - Fonction en escalier

On dit que f : I — R est en escalier sur I s’il existe une subdivision e

o = {ag,...,a,} telle que pour tout k € [0,n — 1], f est constante sur —

lag, ak+1[. On dit alors que la subdivision o est adaptée & f. ° —
On note &(I) Pensemble des fonctions en escalier sur I. ap ai . an

Remarques.

1. On appelle aussi fonctions constantes par morceaux les fonctions en escalier.
2. De maniére équivalente, une fonction en escalier est une fonction de la forme

n
= > ogly,
F=1

ou ay,...,a, € Ret Iy,..., I, sont des sous-intervalles de I.

3. Les fonctions de &(I) prennent un nombre de fini de valeurs sur I, et sont donc bornées sur I.

4. Si f,g € &(I), alors il existe une subdivision adaptée a f et g : si o et o, sont des subdivisions adaptées
respectivement a f et g, il suffit de considérer o¢ U oy,.

5. L’ensemble &(I) contient la fonction nulle, et est clairement stable par combinaison linéaire, c’est donc un
sous-espace vectoriel de .7 (I, R).

Définition-théoréme - Intégration d’une fonction en escalier
Si f € &(I) de subdivision adaptée o = {ao,...,an}, telle que pour tout .
ke [0,n—1], f vaut yx sur |ag, ax+1[, on définit 'intégrale de f sur [a, b] i |
f f(z Z Yk (ars1 — ax). ¢ . b
b b
Le réel ainsi défini ne dépend pas de la subdivision adaptée a f choisie. On le note J f(z)dez, J fou f-
a a [a,b]

Démonstration. On note I, l'intégrale de f pour une subdivision adaptée o de f. Il suffit de se persuader que si o et
o’ sont deux subdivisions adaptées a f, alors o U ¢’ est encore une subdivision adaptée & f, et I, = I, o = I5/. [

Théoréeme - Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier

b
i. Linéarité de Uintégrale. Si f,ge &(I) et \,u € R, J (A + 1g) J f+ ,uJ

a

b
ii. Positivité de Uintégrale. Si f € &(I) et f = 0 sur I, J f=0.

a
b

b
iii. Croissance de lintégrale. Si f,ge &(I) et f < g sur I, J f< J g

j I a

b
v. Relation de Chasles. Si f € &(I) et c € [a,b], f 7= J erJ I

. Inégalité triangulaire. Si f € &(I)

Démonstration.

i. Si f,g€ &(I), on considére une subdivision o = {aq, ..., a,} adaptée & f et g. Pour tout k € [0,n — 1], on note
Yk et zx les valeurs respectives de f et g sur Jag, ax11[, et on remarque que Af + pg vaut Ayx + pzg sur Jag, agps1[-
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Ainsi, o est adaptée a A\f + pg, et on a

n—1

b b b
| @)+ gt o = 3 O+ pendlanes —an) = A [ f@)do [ gla)da.

k=0 a

n—1
1. Avec les mémes notations, on a yx = 0 pour tout k € [0,n — 1], donc SZ fl@)dx = >} yr(ag+1 —ag) = 0.
k=0

=0
<

iti. Si f <g,onag—f=0surl,etg— fe &), donc SZ(g(x) — f(x))dx = 0 par positivité de l'intégrale, puis
SZ f(z)dz < SZ g(x) dz par linéarité.

1. On garde les mémes notations que ci-dessus, on a

b
i
a
par inégalité triangulaire pour la somme. En effet, la fonction |f| € &(I) a pour valeur |yi| sur 'intervalle

lak, ag4+1[ pour tout k € [0,n — 1].

n—1

> wn(arsr — ax)
k=0

n—1 b
< 3 ol (aner —ae) = [ 1],
k=0 a

v. On garde les mémes notations. Si ¢ € o, le résultat est clair, sinon, ona ag < ... < ap < ¢ < AGpa1 < ... < ap
pour un entier m. Il est alors clair que f est en escalier sur [a, c] et [b, ¢], de subdivisions adaptées {ao, . .., am, c}
et {¢,am+1,--.,an}. Comme {ag,...,am,C amy1,...,0,} est une subdivision adaptée a f, on a

n

b m c b
J fo= 2 unlanen = an) + ym(c = am) + Ymar(@mer — )+ D yrlar —ax) = f f +J fo
@ k=0 a c

k=m+1

2. Intégrale des fonctions continues par morceaux

Définition - Fonctions continues par morceaux sur un segment

On dit qu’une fonction f € #(I,R) est continue par morceaux sur [

s’il existe une subdivision ¢ = {ag,...,a,} de I telle que pour tout

k:e[07n~—1ﬂ, g/////A :\\~\,

fax,ans.[ €St continue et prolongeable par continuité sur [ak, ag+1]- —~—

On note €, (I) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur le = ‘ ‘
an aq “ee Qg

segment 1.

Remarques.

— L’ensemble %, (I) est stable par combinaison linéaire et par produit, donc 6, (I) est un sous-espace vectoriel et
un sous-anneau de .# (I, R) (on dit que %, (I) est une sous-algebre de % (I,R)).
— Les fonctions continues sur I, les fonctions en escalier sur I sont clairement continues par morceaux sur I.

— Toute fonction de 6, (I) est bornée sur I : comme f\]amakﬂ[ se prolonge en une fonction continue sur [ag, ag1],
le théoréme des bornes atteintes entraine que f est bornée sur chaque segment [a, ag+1], donc sur I.

Théoréeme - Approximation des fonctions continues par morceaux par des fonctions en escalier

Soient f € €, (I) et € > 0. Il existe v, € &(I) telles que p < f <Y et Y — ¢ < e sur 1.

Démonstration. Commencons par traiter le cas ou f est continue sur I. Par le théoréme de Heine, f est uniformément
continue sur I, donc il existe n > 0 tel que pour tous z,y € I, |t —y| < n=|f(z) — f(y)] <e.

On considére ensuite une subdivision o = {ay,...,a,} de I de pas h <. Pour tout k € [0,n — 1], comme la fonction
f est prolongeable en une fonction continue sur [ag, ax11], elle atteint ses bornes sur ce segment, notées my, et My, :

V€ [ag, aps1], mi < f(z) < Mg, et Mp—mp <e

car il existe zg, yx € [ag, ar+1] tels que my = f(zx) et My = f(yx), et ainsi |xx — yg| < 1. On pose alors

n—1 n—1

o = > myly, et ¢ = > My,
k=0 k=0
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ou I = [ag, ag+1[ pour tout k € [O,n—1[, et I,—1 = [an—1,a,]. On a alors ¢ < f < @ par construction, et comme les
valeurs de 1) — ¢ sont exactement les réels My — mg, ona ¥ — ¢ < e.

Le cas ou f est continue par morceaux se traite de la méme maniére, en traitant chaque sous-intervalle ou f est
continue comme ci-dessus. O

/\/

ao ay e an,

" Théoréme et définition - Intégrale d’une fonction continue par morceaux
Soit f € €, (I). On a :

b b
sup{f v, pe &), @Sf} = inf{f Y, pe &), ¢>f}-

b b
On appelle intégrale de f sur le segment [a, b] le réel ci-dessus, et on le note J f(z)dz, J f ou I
a a [a,b]

Démonstration. On sait que f est bornée : il existe m, M tels que m < f < M sur I. Ainsi, les fonctions constantes
o, Yo égales respectivement a m et M sont en escalier, et vérifient ¢y < f < . Par ailleurs,

—sipe &) et p < f, alors SZ(péSZM=M(b—a).
~siged(I) et < falors §C ¢ = §m =m(b—a).

Ainsi, les ensembles de I’énoncé sont non vides, et respectivement majoré et minoré, ce qui garantit ’existence des
réels de I’énoncé, qu’on note respectivement I_ et I, .

11 reste & montrer que I_ = I.. On remarque d’abord que I_ < I, :si g, € &(I) avec ¢ < f < 1), alors

b b b
J@éj Y, doncI_<f W, puis I_ <1,

en passant ém la borne supérieure, puis & la borne inférieure. On fixe ensuite n € N*, et o, € &(I) telles que ¢ < f <9
et ¥ — ¢ < +. On a alors

Lbsof fm done I, — I < f f fwso Lo—a).

Ainsi, Vne N*, 0< I, —I_ < % b — a). En laissant tendre n vers +o0, on obtient I_ = I, par encadrement. O

Remarque. E’criture séquentielle : si f € € (1), pour tout n € N* il existe ¢, ¥, € &(I) telles que p, < f < 1, et
Yp — @, < = sur I. On a alors

ongf—Jj% - wan—J:% _ Lb(w”_(‘p”) < %(b_a)njooo, donc J n_)+OOJ- I

Les propriétés de 'intégrale pour les fonctions en escalier restent vraies pour les fonctions continues par morceaux.

" Théoréeme - Propriétés de I'intégrale des fonctions en escalier

b
(i). Linéarité de Uintégrale. Si f,g € En(I) et A\, pe R, f (A + pg) J f+ /LJ

a

b
(#). Positivité de intégrale. Si f € € (I) et f = 0 sur I, J f=0.

a

b
(iii). Croissance de lintégrale. Si f,g€ €n(I) et f < gsur I, J f < f g.

a
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Lbf <Lb|f|-

b c b
(v). Relation de Chasles. Si f € €p(I) et c€ [a,b], f 7= J f+f f.

(). Inégalité triangulaire. Si f € €, (I), alors

(vi). Positivité stricte. Si f est continue et positive sur I et f(xzg) > 0 ol 2o € I, alors J f>0.

Démonstration. On peut déduire les résultats a des propriétés de lintégrale des foncions en escalier en
utilisant le résultat d’approximation.

Montrons seulement I'additivité, [7]] & [v]] se démontrent de maniére similaire : si f,g € €, ( ), on sait que pour tout
n € N*, il existe pp, Pn, ¥n, ¥n € éa( ) telle que v, < f < Yn, Pn < g < ’@[Jna et Y, — pp < 2n7 ’(/}n Pn < 1 sur I.

Ainsi, pour tout n € N*, on a ¢n + @pn < f 4+ 9 < Un + Un et (Y + ) — (on + $n) < 1 Par consequent,

b b b b b b b
L(¢"+w”)n:ooL(f+g)’ mais aussi L((pn+gan):Lg0n+L<pnn:wa+Lg

On en déduit par unicité de la limite que §(f +¢) = §. f + . g
Montrons maintenant [we)] : si f(zo) > 0, alors par continuité de f en xo, il existe un voisinage de xy dans I sur lequel
f= @ 11 existe alors un sous-intervalle [, 8] de I contenant z( tel que o < S et f > ! (%) sur [a, B]. Ainsi,

b b B
f > Ml[a,,@] donc J‘ f > J f(go)]]_[a”g] = J @ = M(ﬁ_a) > 0. O

2 2

Remarque. La contraposée du point [v7)] est souvent trés utile, elle peut étre formulée de la maniére suivante, en
remarquant que si f est négative, alors —f est positive.

Si f est continue, de signe constant sur I et J f =0, alors f est identiquement nulle sur I.

Notation.
Toujours lorsque a < b, on convient de noter f = J f-

< SZ |f| soit valable.

Remarque. /\ On doit toujours avoir a < b pour que l'inégalité triangulaire

3. Sommes de Riemann

Le résultat qui suit porte parfois le nom de méthode des rectangles car il consiste & approcher 'intégrale d’une fonction
sur un segment par la somme des aires de rectangles, qu’on sait calculer aisément.

L’idée est d’approcher f par une constante sur chaque sous-intervalle obtenu a partir d’une subdivision réguliere de
[a,b]. On obtient alors une fonction en escalier, dont on sait facilement calculer 'intégrale.

7 ¢y
a ay az az . b a ap a2 az | b
Méthode des rectangles “a droite” Méthode des rectangles “a gauche”

On se donne une subdivision obtenue en découpant I'intervalle [a,b] en n intervalles de taille b_T“ : il s’agit de la
subdivision ¢ = {aq,...,a,}, ot a = a + k =2 pour tout k € [0,n], de sorte que ag = a et a, = b.

— La méthode des rectangle “a gauche” consiste a approcher f par f(ax) sur Uintervalle [ax, agi1][.
— La méthode des rectangle “a4 droite” consiste & approcher f par f(ax+1) sur Uintervalle Jag, agt1]-
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On obtient donc les deux sommes suivantes, qui ne sont autres que les intégrales des fonctions en escalier décrites
ci-dessus :

n

(a + k > (rectangles “a droite”), ( + k ) (rectangles “a gauche”).

Ces sommes sont connues sous le nom de sommes de Riemann de f. Elles convergent toutes deux vers l'intégrale de
f lorsque n tend vers +o0.

Théoreme - Sommes de Riemann

Si f:[a,b] — R est continue par morceaux, alors les suites (S,),,cn« €t (S5),en+ définies par

=@ = —a b—a "= b—
;1f< )n—»-&-oof f ot n ka(CL-F )n—»-‘rOOJ- f

Cas particulier a =0, b =1 : si f € 6,,([0, 1]), alors

:Li ()WM ), e ig ()WM " i)

0 0

Remarque. Il est important de reconnaitre rapidement une somme de Riemann (le plus souvent dans le cas particulier

a=0,b=1 ci-dessus). Le calcul de lirf Sy, se ramene alors a un calcul d’intégral.
n——+0o0

Démonstration. Nous nous contentons de démontrer le résultat dans le cas ou f est K-lipschitzienne sur [a,b], c’est-
a-dire que pour tous z,y € [a,b], on a |f(z) — f(y)| < K|z — y|. On note a, = a + k =2 pour tout k.
On remarque que pour tout k € [0,n — 1], §7**" f(ay)dz = f(ar) (ah41 —ax) = b=a f(ay). Ainsi,

n—1 ak+1 ak+1
> ey Z j fax) de
k=0 YAk

x)dx — Z b-

[ @) - s dal.
k=0

Ainsi, par inégalité triangulaire,

n—1 n—1 —
b —a Af+1 ak+1
nar- 3 )| < X [ @ - sl < Y j K(x — o) da
k=0 k=0 Yok k=0
_ ni: akH—ak _ K(b—a)27
= 2n
car ags1 — ap = =2, On en déduit que ‘Sz flz)dz =S, R 0, ce qui conclut. Le cas de (S},) est similaire. O

Remarque. Le cas général se démontre a ’aide de I'uniforme continuité et est une adaptation assez directe de la
démarche suivie pour montrer le théoréme d’approximation par des fonctions en escalier.

n
Exemple. Pour tout n € N*, on note u,, = Z . La fonction f : x — ? étant continue sur [0, 1], le théoréme des
sommes de Riemann donne : k=1

u 18 1 1 &
g (1+% 7521+§:5Z ()n—’ﬂojf

k=1 k=1

Il Intégration et dérivation

Dans cette partie, I désigne un intervalle quelconque de R.

1. Primitives

Définition-théoréme - Primitives

Soit f : I — K une fonction. On dit qu’une fonction F' : I — K est une primitive de f sur I si F est dérivable
sur I, de dérivée f.
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Si f possede une primitive F' sur I, alors ses primitives sur I sont exactement les fonctions de la forme F' + A,
| ovrek

Démonstration. Si G est une primitive de f, alors on a F/ = G’ = f sur lintervalle I. Par conséquent, on a
(G—F) =G — F' = 0 sur I. Ceci entraine que la fonction G — F est constante sur I : il existe A € K tel que
G = F + . Réciproquement, si A € K, on a (F + A\)’ = f sur I, donc F + X est une primitive de f sur I. O

Primitives usuelles. Il est primordial de bien connaitre les primitives usuelles ci-dessous.

Fonction : x — Primitive : x —  Domaine de validité
o+l -siaeN : R,
o R\{—1 — g * . R*
¢ (aeR\{-1}) a1 siaeZ* : R,
— sinon : R%
1
- In |z| RrR*
x
1 *
7 2\ R%
e” e” R
Inz rzlnr —x R
Ccos T sin x R
sin —Ccosx R
1
2 _ T
1 + tan = m tan x R\{§ + ]’(1'7'(’7 k’ S Z}
chx shx R
shx chz R
9 1
1—-th"z = — thz R
ch”z
L t R
rctan
122 arctan
1 1
L a € R* — arctan E R
x° +a a a
1 . 1—1,1]
_— arcsin x -1,
V1—2?

Par ailleurs, il est souvent tres utile de reconnaitre les formes de dérivées usuelles pour déterminer une primitive d’une
fonction dans certains cas. A ce titre, on rappelle les cas suivants, qu’il convient de bien connaitre, ou u désigne une
fonction dérivable sur un intervalle I.

Fonction Primitive  Domaine de validité
un+1
/,,n c N I

wut, (n ) n+1
u’ 1
— —— el 0
. L el ul@) £0)
ul

2v/u {xel, ulz) >0}

Lycée Montesquieu 7



MPSI — Mathématiques 2025-26

Fonction Primitive  Domaine de validité
ua+1
wu®, (aeR\{-1}) ] {zel, u(z)> 0}
u/
— In|u| {xel, u(xz)+# 0}
U
u'et et I

Plus généralement, il est important de reconnaitre lorsqu’une fonction est de la forme f : z — u/(z)'(u(z)), ot @ est
une fonction dérivable. Dans ce cas, la fonction F' : z — @(u(x)) est une primitive de f.

Exemples.

. . !
L. Primitive de tan sur son domaine. Comme tan = =% = — =% la fonction tan est de la forme —*- avec u = cos.

T ) cos cos ’
Une primitive de tan est donnée par
F:x+— —1In(]cosxl|).

. oy . . . . . . o . 3 . o .
2. Primitive de f = cos sin?. La fonction cos sin? est de la forme w/u?, qui a pour primitive ‘4, donc une primitive

de f est donnée par 3

sin® x

F:x—

R . 1 1 _
3. Primitive de g : x — —— dz. Comme =

zlnx Inz’
est donnée par

i ’
z

la fonction g est de la forme *-. Ainsi, une primitive de g

G:zw— In(|Inz|).

Quelques fonctions a savoir intégrer

— Fonctions de la forme z — ¢ cos(bz) ou x +— e sin(bx).

(a+ib)x

Si f:x — e*™ cos(bx), avec a,b € R, on pense a intégrer la fonction complexe h : z — e , qui

admet pour primitive H : x — e:ii‘lbb)m On a alors f = PRe(h). Comme Re(H') = Re(H)',
(a+ib)x ax ) aw( (b ) +b in(b ))
e e e (q cos(bx sin(bx
F:z—>%NR = Re(e* (a — ib)) =
’ Fatib a? + b? (e (e~ b)) a? + b?

est une primitive de f. Le cas est similaire pour g :  — e*® sin(bz) en prenant la partie imaginaire.

Exemple. Déterminons une primitive de la fonction f : x — e® sin(2z).

(1+20)e
1+2i °

Une primitive de la fonction & valeurs complexes h : x +— e%e?® est H : x — Comme

pour tout z € R,
e”(cos(2x) +isin(2x))(1 —2i) (cos(2x) +isin(2x))(1 — 2i)

Hz) = (1+20)(1— 20) - ¢ 5 '

Comme f = Jmh, une primitive de f est donnée par JmH : z — 1 e”(sin(2z) — 2cos(2x)).

1
ar? +br + ¢’
o SiaX?+bX + c est irréductible dans R[X], c’est-a-dire si le discriminant est négatif, on fait apparaitre la
dérivée de la fonction arctan a l’aide de la forme canonique au dénominateur et on integre.

1 1
,alors Vx e R, f(z) = = donc

2 29
@D )T (D)

— Fonctions de la forme z —

Exemple. Si f:2—» ————
P ifow 24+ +1

est une primitive de f.

I 2 + z+1
1T — —= arctan
V3 V3
o Sinon, on factorise aX? + bX + ¢ dans R[X], et on effectue une décomposition en éléments simples avant
d’intégrer.
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2. Théoreme fondamental de I’analyse

" Théoréme - Théoréme fondamental de I'analyse
Soient f € € (I,R) et a € I. Alors, la fonction

F:xHJ:f(t)dt

est une primitive de f sur I.

Démonstration. Soit x € I, montrons que F est dérivable en x et F'(z) = f(x). Pour tout h tel que z + h € I, on a

F(x+h)—F(z) 1 (J* f(t)dt_ff(t)dt> = ;Jﬁ f(t)dt

h h\J,
par la relation de Chasles. Alors, si de plus h > 0, comme f(x) = % Sz+h f(z)dt,

z+h
i o - s

x

’F(m +h) — F(z)

x+h
) <i| - s

T

— f(x)

On fixe € > 0. On sait par continuité de f en z qu’il existe n > 0 tel que |t — x| <n = |f(t) — f(x)| < e. Ainsi, si
h < 7, alors pour tout t € [z,x + h], on a |t — x| < h <7, donc

1 x+h
< Ef edt = e.

x

F(z+h)— F(x)
P I )

Un raisonnement analogue lorsque —n < h < 0 montre le méme résultat. Finalement, on a pour tout h € R*,

F(z+h)— F(x) F(zx+h)— F(x)
h h h—0

f(z)

donc F'(x) = f(z). O

|h| <n = ‘ —f(x)‘ <eg, donc

Remarque. Si f € €(I,R) et a € I, les primitives de f sont donc toutes les fonctions de la forme

x> ff(t)dm A,

X
ou A € R. On notera parfois J f(t) dt une primitive générique de f.

Corollaire
b

Si fe€(I,R) et si F est une primitive de f sur I, alors f f(z)dz = F(b) — F(a).

a

Démonstration. Si F' est une primitive de f, on sait par le théoréme précédent que F' est de la forme
b
F:x»—»f f(z)dx + A
a

avec A € R. Ainsi, on a FI(b) — F(a) = SZ fl@)de + A= f(z)dz — A = Sz f(z)da. O

b
Remarque. On peut aussi formuler le résultat de la manieére suivant : si f € (I, R), alors J f(x)dz = f(b) — f(a).

a

3. Intégration par parties

La technique de lintégration par parties permet parfois de simplifier le calcul d’une intégrale dont 'intégrande (la
fonction a intégrer) est sous la forme d’un produit.

Lycée Montesquieu 9



MPSI — Mathématiques 2025-26

" Théoréme - Intégration par parties
Siu,ve G (I) et a,be I, alors :

Démonstration. Comme v et v sont de classe € sur I, la fonction uv’ — u'v est continue sur I, et a pour primitive
la fonction uw. Ainsi,

Par linéarité de I'intégrale, on a alors SZ w' — SZ uv = [u(x)v(x)]z, ce qui conclut. O

Remarque. Ce procédé est tres utile pour certains calculs d’intégrales. Dans la pratique, on commencera par se
demander si I'intégrale SZ uw'v est plus simple & calculer que SZ wv’ au préalable.

T

Exemple. Calcul de J tcostdt.
0
On choisit naturellement de dériver la fonction t — t, et d’intégrer la fonction ¢t — cost. En d’autres termes,
on pose u : t > sint, et v : t — t, qui sont toutes deux de classe ¢’'. La formule d’intégration par parties
donne alors

J tcostdt = [t-sint]g—J 1-sintdt = msinm —0sin0 — [—cost]y
0 0
= —(—cosm—(-1)) = —2.

Calcul de primitive par intégration par parties.

Il est courant d’utiliser ce procédé pour trouver une primitive d’une fonctions écrite sous forme de produit. La

formule se récrit alors : z @
f w(t)v'(t) dt = u(z)v(x) —J o' (t)v(t) dt.

Exemple. Déterminons une primitive de arctan sur R. On a par intégration par parties :

J- arctantdt = J 1 x arctantdt = xarctanx—f t——=dt = xarctanx—ff
1+ ¢2 2

2t
1+ ¢2

donc une primitive de arctan est donnée par x — x arctanx — %ln(l + z2).

Remarque. La technique de ’exemple ci-dessus permet de trouver une primitive d’une fonction f dés qu’on connait
une primitive de la fonction ¢ — tf'(t).

4. Changement de variable

Dans cette partie, on a toujours I = [a,b], et J désigne un intervalle de R.

" Théoréme - Changement de variable
Si fe€(J,R) et pe FHI,R) telle que (I) < J, alors

b ©(b)
f @) ¢ (@) de = j ) dy.

»(a)

Démonstration. En notant F' une primitive de f sur I, on remarque par une dérivation composée que F o ¢ est une
primitive de x — f(p(z))¢’(x). Ainsi,

b ©(b)
j Fle(@) ¢ (@) dz = [F(p@)], = F(p(b) — F(p(a)) = [FW)%) = f F(y) dy. O
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Dans la pratique. On peut chercher a utiliser directement la formule ci-dessus, en écrivant si besoin I'intégrale sous
la bonne forme. Ce n’est toutefois pas toujours la solution la plus simple. On a alors recours & un changement de
variable. On commence par écrire la nouvelle variable en fonction de Pancienne : y = ¢(x).

Pour retrouver la formule, on part de ’égalité % = ¢'(x), et on écrit “dy = ¢'(x)dx

notation. On obtient alors avec les nouvelles bornes :

" attention : c’est juste une

—

du z
P

b »(b)
j f(pz)) @ (@) de = j f () dy.
a N——

A On prendra garde a ne pas mélanger les variables! Le changement de variable dans l'intégrale se fait d’une seule
fois, en remplacant toutes les apparitions de I’ancienne variable par une apparition de la nouvelle, et les anciennes
bornes par les nouvelles.

Remarque. Le formule du changement de variable est utilisée aussi bien pour changer une intégrale de a forme

»(b)

o(a) / (¥) dy que D'inverse.

SZ f(o(x)) ¢'(x) dz en une intégrale de la forme

Dans la pratique, ceci signifie que pour calculer Si f(z)dx, on pourra penser & des changements de variables de la
forme y = ¢(x), ou bien z = ¥(t).

1
1
Exemple. Calcul de J —dz.
o ¥ +1
On a recours au changement de variable y = e”. On a alors % = ¢%, donc “dy = e* dz”. Finalement,

Jll d fl “q fil d f L1 g oy — In(y + 1)]°
= = = - — = |lny—1In
ol o e +1)° RTUED Ny g1 Y Y v

donc lintégrale vaut 1 —In(1 +¢) + In 2.

Remarque. On peut aussi utiliser la formule du changement de variable avec le changement de variable x = Int.

1
e?+1

S’éCrit: {s] 1 {83 1 1
——Y(t)dt = — —dt
Lew(t)+1¢() J.lt+1t

IV Formules de Taylor globales

On voit I'intégrale comme 558 dz, ou ¥ : t — Int, ce qui par la formule du changement de variable

Dans cette partie, I désigne un intervalle quelconque de R.
Nous avons déja rencontré la formule de Taylor-Young, qui donne une information locale sur ’écart entre une fonction
f de classe €™ et son développement de Taylor au voisinage du point choisi.

La formule ci-dessous permet de décrire explicitement et en tout point I'erreur commise en remplacant f par son
développement de Taylor en un point.

Théoréme - Formule de Taylor avec reste intégral

Soient f € €"*1(I,R) et a € I. Pour tout x de I, on a

n T —a k T T — )"
fl@) = Zf(’“)(a)% + f @D g

|
P n:

Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence sur n.
xr
— Initialisation. Si f € €*(I,R), alors pour tout = € I, on a f(z) = f(a) +J f/(t)dt, cest le théoréme fonda-
mental de 'analyse. a
— Hérédité. Soit n € N. Supposons que la formule est vraie pour toute fonction f € €™, et considérons f € €"*2.
Comme en particulier f € " "(I,R), 'hypotheése de récurrence donne que pour tout = € I,

!
= k! a

n+1
) dt
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par intégration par parties. Ainsi,

n x_ak x_an+1 :I?—tn+1
Z 7) = fHD (g ) J FOED (4 n+)1) dt,

ce qui donne bien que la formule est vraie pour f, et acheve la récurrence. O

" Théoréme - Inégalité de Taylor-Lagrange

Soient f € €"*([a,b],R), a € I et un réel M tel que ‘f(”H)(t)} < M pour tout ¢ € [a,b]. On a

&z xr—a Ce
_ Zf(k)(a)%

k=0

|b_a|n+1
(n+ 1)~

Remarques.

— L’existence de M est garanti par la continuité de f("*t1) sur le segment [a,b], c’est le théoréeme des bornes

atteines.
— On note parfois |f™*V| = sup [f"TV(t)|. La formule s’écrit alors :
tela,b]
S —a)* b—a|"t!
PN S RPTTO RN Calnko | INPRPC RSOV Lk
’f( )= 2 1 < 1o, B

Démonstration. Par la formule de Taylor avec reste intégral :

n —a)k b p(n+1) _
’f@_ $ o zet] | [ 1ewe

|
fr n!

< [,

par I'inégalité triangulaire. Par croissance de I'intégrale, on obtient

< n+17°b n+1
‘f(b)—Zf(’“)(a)(b;,a)k < M'Jb(b_t)ndt _ M [_(b_t“] _ Mo
k=0 : .

n! n+1 (n+1)!

Une des applications primordiales de ce résultat est le développement en série de certaines fonctions usuelles.

n

zk
Conséquence. Pour tout z € R, on a ¢ = lim On note e* —.
q ! n—>+oo kl Z k!

Démonstration. Soit n € N. Comme la fonction f : 2 — e® est de classe ™!, on peut écrire la formule de Taylor-
Lagrange sur le segment d’extrémités 0 et z. Pour tout ¢t € I, on a |f("+1)(¢)| = ¢! < e”, donc

n :Ck |£L.|n+1 ‘x|n+1
— —_— T — 0 par croissances comparées.
a3 (n+ 1)l (n+ 1) notoo ¥ P
k=0
nook
Par conséquent, — > %1 — 0 par comparaison. O
k=0 n—+o0

Exercice 1. Montrer que pour tout x € [0,1], In(1 + z) = Z

+00 k
— -1
Exercice 2. Montrer que pour tout x € R, on a cosz = 2] 22 et sinz = Z Q AR
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