MPSI — Mathématiques 2025-26

Chapitre 21

Applications linéaires

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

L’objet de ce chapitre est I’étude des morphismes entre K-espaces vectoriels, c’est-a-dire, comme on peut s’y attendre,
aux applications d’un K-espace vectoriel dans un autre qui préserve les opérations : addition, multiplication par un
scalaire. En d’autres termes, celles qui préservent les combinaisons linéaires. On les appelle les applications linéaires.

|  Généralités
Dans cette partie, E et F' désignent deux K-espaces vectoriels.

1. Définitions

Définition - Application linéaire

— On dit qu’une application f : E — F est linéaire (ou f est un morphisme de K-espaces vectoriels) si :
Ve,ye E, VA, peR, f(Az+py) = M (2) + pf(y).

Autrement dit, 'image par f d’une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images.

On note .Z(FE, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.
— Si E = F, on dit que f est un endomorphisme de E. On note .£(F) I’ensemble des endomorphismes de E.
— Si F =K, on dit que f est une forme linéaire de E. On note parfois E* I'ensemble .Z(FE,K).

Remarques.

- Si fe Z(E,F),alors f(0g) = 0p.
— Pour montrer qu'une application f : F — F est linéaire, il suffit de montrer que pour tous z,y € E et tout
scalaire A e K, on a f(Az +y) = Af(z) + f(y).

Par ailleurs, f : E — F est linéaire si et seulement si f est additive (Vz,y € E, f(x +y) = f(x) + f(y)) et
homogéne (Vx € E, VA€ K, f(Azx) = Af(x)).

— Une application linéaire de F dans F' n’est autre qu'un morphisme de groupe de (E, +) dans (F,+) qui est par
ailleurs homogene.
Premiers exemples d’applications linéaires
1. L’application 0 » (g ) : © — O, dite application nulle, définit une application linéaire de E dans F.
2. L’application identité Idg :  — x définit un endomorphisme de E.
3. Pour tout A € K, 'application AIdg est un endomorphisme de E, appelé homothétie de E de rapport .
4

. Si # = (ei)ier est une base de E et i € I, on note e} I'application de F dans K qui & un vecteur de z associe sa
coordonnée selon e; dans la base 4 : .
er: Y wiej — .
Jel
Les applications e}, pour ¢ € I, sont des formes linéaires, appelées formes coordonnées relativement a la base 2.

Démonstration. Si z,y € E, A€ K, on écrit = >, xje;, y = >, yje;, donc Ax +y = Y (Ax; + yj)e;.
jel jel jel

ef( Az +y) = Ax; +y = del(x) + e (y). O
Exemples.

— L’application f : (z,y) — (z + v, 2y) définit un endomorphisme de R2.
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Démonstration. Soient (z,v), (2/,y') e R? et Ae K. On a

F\(@y) + (' y) = fOz+2, dy+y) = (Qz+2)+Nw+y) 20w +9)
= Me+y) +2 +9, AM2y) +2y) = Af(z,y) + f(@',9).

— Si a € K, lapplication P — P(a), appelée évaluation en a, définit une forme linéaire de K[X].

Si A € K[X], Vapplication P +— AP définit un endomorphisme de K[X].
Si @ € K[X], Papplication P — P o @ définit un endomorphisme de K[X].

L’application P — P’ définit un endomorphisme de K[X].
— Sia,be R, application f — SZ f(t) dt définit une forme linéaire de ¢°([a, b], R).
— Si I est un intervalle de R, alors f — f’ définit une application linéaire de €*(I,R) dans ¢°(I,R). Elle définit
par ailleurs un endomorphisme de (I, R).
Remarque. Les endomorphismes de R sont exactement les applications de la forme f: z — Az, ou A € R.

Démonstration. Si f € Z(R), alors pour tout z € R, on a f(z) = f(z x 1) =« f(1). En posant A = f(1), on a donc
bien montré que f = Aldg.

Plus généralement, si dim £ = 1, alors les endomorphismes de F sont exactement les homothéties de E.

Définition-théoréme - Application linéaire associée a une matrice

Soit A € A, ,(R). L’application
»(R). L’app oui K — K

X - AX

est une application linéaire, dite canoniquement associée a la matrice A. On la notera ¢4 dans la suite.

Démonstration. Si XY e KP et Ae R, alors pA(AX +Y) = AAX +Y) = MAX + AY = dpa(X) +oa(Y). O
Exemples.
r z—y 1 -1 0
— L’application f: || — <y n z> est P’application linéaire canoniquement associée & A = <O 1 1).
z

1 1
— On peut voir f: (x,y) — (z +y, 2y) rencontrée plus haut comme 'application linéaire associée & A = <O 2).

Remarque. On rappelle l'identification que l'on fait entre K™ et ., 1 (K), noté K" ici. Ceci permet de voir application
du second exemple ci-dessus comme une application de K? dans K®.

" Théoréme
Si Ae A, ,(R) et Be #,,(R), alors pap = pa o pp.

Démonstration. Pour tout X e K, ona @0 ¢p(X) = @a(ep(X)) = pa(BX) = ABX = pap(X). O

Définition - Isomorphisme, automorphisme, espaces vectoriels isomorphes

Si f e Z(E,F) est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E dans F. On dit alors que les espaces
vectoriels F et F' sont isomorphes.

On appelle automorphisme de E un isomorphisme de F dans E. On note GL(F) ensemble des automorphismes
de F.

Exemples.
— L’application f : (z,y) — (z + ¥, — y) est un automorphisme de R2.
1 1
L’application f est linéaire : f est I’application linéaire canoniquement associée a la matrice (1 1).
1

Elle est par ailleurs bijective, de bijection réciproque (u,v) — (3(u +v), 3 (u—v)).
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— L’application (a,b,c) — aX? + bX + ¢ est un isomorphisme de K? dans Ky[X].

— Sia,beK et sion note . ensemble des suites de KN telles que Vn € N, uy 9 = a1 + buy, alors u — (ug, up)
définit un isomorphisme de .7 dans K2.

2. Opérations sur les applications linéaires

' Théoréme - L’espace vectoriel Z(E, F)

Z(E, F) est un K-espace vectoriel. En particulier, toute combinaison linéaire d’applications linéaires de E dans
F est une application linéaire.

Démonstration. Montrons que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de .#(FE, F). La fonction nulle de FE dans F est
clairement linéaire, et pour tous f,ge L(E,F)et e K,onaaf+ge L(E,F) : en effet, si x,y € E et XA € K, alors

(af +g) Az +y) = af(e+y) +g(hz +y) = a(Mf(x) + f(y) + Ag(@) + g(y) = AMaf +g)(x) + (af +g)(y). O

Exemple. L’application f : P — 2P(0) + 3XP(X) est un endomorphisme de K[X]. En effet f = 2¢ + 3¢ avec
p: P~ P(0)ety: P— XP, et on sait que ¢ et ¥ sont linéaires.

" Théoréme - Réciproque
Si f e Z(E,F) est un isomorphisme, alors f~! € Z(F, E).

Démonstration. Soient y,y' € F et A € K, on note z = f~1(y) et 2’ = f~1(y). Comme f(Az + 2') = Af(x) + f(2'),
ona fHAf(z) + f(a') = Az + 2, Cest-a-dive f7H Ay +y) = M THy) + F ) .

" Théoréme - Composition
Si E, F,G sont trois K-espaces vectoriels et f e Z(E,F) et g€ L (F,G), alors go f € Z(E,G).

Si de plus f et g sont des isomorphismes, alors g o f est un isomorphisme, et (go f)~t = f~tog~L

Démonstration. Soient xz,y € E et A € K, alors g(f(Azx +y)) = g(Af(z) + f(y)) = Ag(f(x)) + g(f(y)), ce qui entraine
que go f € Z(F,G). Le deuxiéme point découle du fait qu'une composée de fonctions bijectives est bijective. O

Exemple. L’application ¢ : P+ P'(X?) est un endomorphisme de K[X].

Onag=gof,ou f: P~ P etg: P+ P(X?). Comme f et gsont deux endomorphismes de K[X], ¢
P’est également.

Remarque. Si E, F,G sont des K-espaces vectoriels, on remarque que si f, f € ZL(E,F) et g,§ € Z(F,Q), alors
i (f+fog=fog+fog et (Aog=Afoy
ii. fo(g+g)=Ffog+fog et [fo(g)=Afog.

Il convient de bien noter que le point & est toujours vrai, alors que le point Ezl repose sur la linéarité des applications.
Dans le cas ou E = F' = G, cette remarque permet d’obtenir le résultat suivant.

" Théoréme - Anneau .Z(E)

(Z(FE),+,0) est un anneau, dont le groupe des inversibles est GL(E). Par conséquent, (Z(FE), +,-,0) est une
K-algebre.

Démonstration. On sait que (Z(E), +) est un groupe abélien. Par ailleurs, .Z(F) est stable par o, et la loi o est
associative, distributive par rapport & + d’aprés la remarque ci-dessus, et admet Idg € Z(FE) pour élément neutre,
donc (Z(E), +,0) est bien un anneau. Par ailleurs, (Z(F), +, -) est un K-espace vectoriel, et si A € K et f,g € Z(F),
alors (Af)og = fo(Ag) = Ago f toujours par la remarque précédente, donc (Z(E), +,-,0) est une K-algebre. O
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Remarque. On a souvent recours a la notation multiplicative habituelle dans la manipulation des anneaux, ce qui
nous amene & noter fg l'application f o g. De méme, on note f™ l'application f o...o f pour tout n € N*. Les
applications obtenues sont appelées les puissances de ’endomorphisme f.

Puissances d’'un endomorphisme. Si f € Z(FE) et n € N, on note
ff=fo---of sineN*, et fO=1Idg.
—

n fois

/\  Attention A ne pas confondre cette opération avec le produit dans K : si z € K, f™(z) = (f(z))", et cette
derniere expression n’a d’ailleurs pas de sens en général.

Exemple. Si f: P+ P’ et neN, alors f*(P) = P pour tout P e K[X].
Remarque. _Z(F) ayant une structure d’anneaux, on sait que si f,g € Z(F) commutent (i.e. fg = gf), alors les
formules du binéme de Newton et de Bernoulli s’appliquent : pour tout n € N,

n—1

f+g Z()fknk: ot fnign: kagnflfkr'

k=0

A nouveau, on prendra garde au fait que f*¢" % désigne ici f* o g" .

Exercice 1. Montrer que ¢ : (z,y) — (22 + ¥y, 2y) définit un endomorphisme de R? et ©™ pour n € N.

Solution. On pose f = 2Idg: et g : (z,y) — (y,0). Ainsi, p = f + g € Z(R?). On note que f* = 2% Idp-
pour tout k € N. Par ailleurs, pour tout (z,y) € R?, ¢?(x,y) = g(y,0) = (0,0), ce qui entraine que g~ est
I'application nulle dés que k > 2. Comme 2 Idg> commute avec g, on a pour tout (z,y) € R?

o) = 3 ()t = (p)rden+ (1))

= 2" (z,y) +n2""(y,0) = (2"z+n2""ly, 2"y).

3. Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

' Théoréme - Image, image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire
Soit f e Z(E,F).

— L’image f(G) d’un sous-espace vectoriel G de E par f est un sous-espace vectoriel de F'.
— L’image réciproque f~!(H) d'un sous-espace vectoriel H de F par f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

-~ Ona f(G) c F et f(0g) = 0p, donc O € f(G) car O € G. Par ailleurs, si A € K et y,y' € f(G), il existe
xz,2' € G tels que y = f(x) et ¥ = f(2'), donc f(Ax + 2') = Af(z) + f(2') = Ay + ¢/, ce qui entraine que
Ay + 9y € f(G), car, G étant un sous-espace vectoriel, Az + 2’ € G.

~ Ona f7Y(H)c E, et comme f(0g) =0p € H,on a0g e f~1(H). Par ailleurs, si A\ e K et z,2’ € f~1(H), alors
fOz+2") = Af(z) + f(2') € H car f(x), f(z') e H. O

Définition - Noyau et image d’une application linéaire
Soit fe Z(E,F).
— On appelle noyau de f, noté Ker f, 'ensemble des antécédents de O par f. Autrement dit,

Ker f = f7'({0r}) = {u€ B, f(u) =0r}.

— On appelle image de f, notée Im f, 'ensemble des images des éléments de E par f. Autrement dit,

Imf = f(E) = {f(u), ue B} = {veF, JueE, f(u) =0}
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Remarque. D’apres le théoréme ci-dessus, si f € Z(E, F), alors Ker f est un sous-espace vectoriel de E et Im f un
sous-espace vectoriel de F'.

Exemples.

1. Soit ¢ € Z(Ko[X],K1[X]) définie par ¢ : P — P’
— On a Kery = {P e Ky[X], P’ = 0gx)} = Ko[X].
— Par ailleurs Im ¢ = K;[X] : on sait que Im ¢ < K;[X] et si Q = aX + b € K;[X], alors w(aXTz +0X) = Q,

donc @ € Im . Par conséquent, Im¢ = K;[X].

2. Soit ® € Z(K[X],K) définie par & : P — P(1).
- OnaKer®={PeK[X], P(1) =0} ={(X-1)Q, QeK[X]}.
— Pour tout a € K, on a ®(P) = a ou P est le polynéme constant égal & a. On en déduit que Im & = K.

3. Soit ¥ € L (M, (K)) définie par ¥ : M — M — M.

- On a Ker¥ = .%,(K).

— Pour toute matrice M € .#,,(K), on a M — M € 4,(K), donc ImV¥ < &, (K). Par ailleurs, si 4 € ,(K),
alors A = Z(A+ AT) + 3(A— A7) = 3(A— AT), donc A = ¥(5A). Ainsi, #,(K) < Im ¥, et finalement
Im¥ = o, (K).

Exercice 2. Soit f € .Z(R3) définie par f : (z,y,2) — (—x + 3y, 2x — 2y — 22, —x — y + 2z). Donner une base de
Im f et Ker f.

Théoréme - Image d’une application linéaire et famille génératrice

Si fe Z(E,F)et X c E,alors f(Vect (X)) = Vect (f(X)). En particulier, si (2;),.; est une famille génératrice
de FE, alors
Im f = Vect (f(;));e;-

Démonstration. Si y € f(Vect (X)), alors y sécrit y = f(Mx1 + ... + A\pZp) OU Z1,...,2, € X €t A,..., N, € K.
Ainsi, par linéarité de f,onay = A f(z1) +... + A f(2zn) € Vect (f(X)), donc f(Vect (X)) < Vect (f(X)).

Siy e Vect (f(X)), alors y = Ad1y1 + ... + Ap¥n OU Y1,...,Yn € f(X) et A1,..., A\, € K. Pour tout ¢, il existe x; € X
tel que y; = f(x;), donc y = A1 f(z1) + ... + M f(zn) = fFuzr + ...+ Apzp) € f(Vect (X)), d’ott Pautre inclusion.

Si (),c; engendre E, alors Im f = f(E) = f(Vect (x;),.;) = Vect (f(2:)),e; O
Exemples. On reprend deux des exemples ci-dessus, pour retrouver les images des applications linéaires.
1. Si e Z(Ko[X],Ki[X]) est définie par ¢ : P — P’, comme (1, X, X?) est une base de Ko[X],
Imtp = Vect (¢(1),%(X),¥(X?)) = Vect (0,1,2X) = Vect (1, X) = K;[X].
2. Si ¥ e L (M (K)) est définie par ¥ : M — M — M, comme (F; ;)1<i j<n est une base de .7, (K),
ImW¥ = Vect((Ei j))i<ij<n = Vect(Eij — Eji)i<ij<n = Zn(K).

car les matrices E; ; — E;; sont toutes dans <7,(K), et (E; j — Ej; ;)1<i,j<n contient la base canonique de <7, (K).

Théoréme - Caractérisation de I'injectivité ou de la surjectivité d’une application linéaire
Soit f € £(E, F).

i. f est injective si et seulement si Ker f = {0g}.
7. f est surjective si et seulement si Im f = F'.

Démonstration.

i. Supposons que f est injective. Comme on sait que f(0g) = Op, injectivité implique que O est le seul antécédent
de O par f, c’est-a-dire que Ker f = {0g}.
Supposons que Ker f = {0g}. Si 2,y € F vérifient f(x) = f(y), alors par linéarité on a f(x—y) = O, c’est-a-dire
x—1y € Ker f. Ainsi, z —y = 0g, donc z = y. On a bien montré que f est injective.
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#6. L’application f est surjective si et seulement si tout élément de F' admet au moins un antécédent par f, c’est-a-
dire appartient a Im f. Ceci s’écrit F' < Im f. Comme Im f < F, on a le résultat. O

Remarques.

— Nous avons en fait déja démontré ce résultat : une application de £ (F, F’) est en particulier un morphisme de
groupe de (E, +) dans (F, +), donc il s’agit d’une conséquence du résultat sur les morphismes de groupe.

— Pour montrer que f € Z(E, F) est injective, il suffit de montrer que Ker f < {Og}, car on a toujours {Og} < Ker f.
Pour montrer que f € £(E, F) est surjective, il suffit de montrer que F' < Im f, car on a toujours Im f — F.

— Le critere de surjectivité est vrai pour toute application, il n’utilise pas la linéarité.

/\ Le critere pour l'injectivité n’est en revanche vrai que pour des applications linéaires.

Définition - Noyau et image d’une matrice
Soient A € A, ,(K) et 4 : X — AX Tapplication linéaire de K" dans K” qui lui est associée. On appelle :
— noyau de A, noté Ker A, le noyau de 4 : Ker A = {X € K?, AX =0,},
— image de A, notée Im A, 'image de p4 : ImA = {AX, X € K'}.

Remarque. Nous avons déja rencontré cette méme définition du noyau d’une matrice dans le chapitre MATRICES ET
SYSTEMES LINEAIRES : Ker A n’est autre que I’ensemble des solutions du systéme linéaire homogene associé a A.

Théoréme - Image d’'une matrice et colonnes

Si Ae M, p,(R) et Ch,...,C, désignent les colonnes de A, alors Im A = Vect (C4,...,Cy).

Démonstration. Si on note (eq,...,e,) la base canonique de K, On a

ImA = Vect(paler),...,palep)) = Vect (4eq,...,Ae,) = Vect (Cq,...,Cp). O

v 46 6) ) (0 ) ) -+ ()

4. Deétermination d’une application linéaire

Le résultat ci-dessous exprime qu’une application linéaire f € Z(F, F) est entierement déterminée par I'image d’une
base de E.

Théoréme - Caractérisation d’une application linéaire par I'image d’une base

Soient (e;),.; une base de E et (€}),.; une famille de vecteurs de F. Il existe une unique application linéaire
fe Z(E,F) telle que pour tout i € I, f(e;) = el.

Démonstration. Analyse. Si f € Z(E, F) est telle que pour tout i € I, f(e;) = ¢}, alors pour tout z = }) ae; € E,
el
flz) = f (Z aiei) = Y a;f(e) = X aey,
iel iel iel
par linéarité de f. Ceci prouve 'unicité de f : f est nécessairement application f:xz = )] a;e; — Y] a;e}.
iel iel
Synthése. Si f est Iapplication ci-dessus, soient z,y € E avec = Y, a;e;, y = >, bie;, et A € K. Alors

el i€l

fOwty) = f (zuai +bi>ei) Y (M b = A Y a4 X bich = Af(2) + 1),

iel el el el

donc f est bien linéaire et vérifie clairement f(e;) = € pour tout i € I, ce qui donne l'existence. O

Remarque. Par conséquent, on retiendra que deux applications linéaires de F dans F' qui coincident sur une base de
FE sont identiques.
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Exemple. Soit f I'unique endomorphisme de R? tel que f(e1) = (2,3) et f(e2) = (1,2), ol (e1, e2) est la base canonique
de R2. Déterminons f(z,y) pour tout (z,y) € R? :

f(xy) = flzer +yes) = af(er) +yfles) = 2w +y, 3o+ 2y).

Théoréme - Caractérisation d’une application linéaire par ses restrictions a des s.e.v. supplémentaires

Soient E, Es deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, et f; € L(E1, F), fa € Z(E, F). 1l existe une
unique application linéaire f € Z(E, F) telle que f|p, = f1 et f|g, = fo.

Démonstration. Si f € Z(E, F) est telle que f|g, = fi et f|g, = f2, alors pour tout x € E, on peut écrire x = x1 + 22
avec x1 € Ey et x5 € Fs. La linéarité donne alors f(z) = f(z1) + f(z2) = fi(z1) + f2(x2). Ceci donne 'unicité : f est
nécessairement 'application f : x — fi(z1) + fo(z2), ol & = 1 + 22 est P'unique écriture telle que 1 € F et x5 € Es.

I1 reste & montrer que I'application f ci-dessus est linéaire et telle que f|p, = f1 et f|g, = fo.

— Siz e Ey,alors 2y = x et 3 = Op, donc f(x) = fi(x) + fo(0p) = fi(x), donc f|p, = fi. Un argument similaire
donne f|g, = fa.
- SideKetz,ye FE, on écrit x =1 + x2 et y = y1 + y2 avec x1,y1 € £ et x2,y2 € E5. On a :

Oz +y) = fAzr+yr +Aza +y2) = fi(Azr +y1) + fo(Aze +y2) = Afi(@1) + fi(yr) + Afa(22) + f2(y2)
A fi(@1) + fa(x2)) + fi(y1) + f2(y2) = Af(@) + f(y). O

I

Théoréme - Injectivité, surjectivité et image d’une base
Soient f € Z(E, F) et (e;);.; une base de E. Alors,

i. f est surjective si et seulement si (f(e;)),c; est une famille génératrice de F,

ii. f est injective si et seulement si (f(e;));c; est une famille libre.

Ainsi, f est un isomorphisme de E dans F' si et seulement si (f(e;)),.; est une base de F.

Démonstration.

i. Comme Im f = Vect(f(e;))ier, f est surjective si et seulement si Vect(f(e;))ier = F, c’est-a-dire que Vect(f(e;))ier

est une famille génératrice de F.
#. Si f est injective, on déduit de I’égalité Ker f = {Og} que (f(e;)),.; est libre :
si > Aif(e;) = 0g, alors f( > /\iei) = 0p, donc ] \je; = 0, donc Vi € I, A\; = 0 par liberté de (e;),;-
i€l iel iel

Si maintenant (f(e;)),.; est libre, montrons que Ker f = {0g}. Si x € Ker f, alors

x s'écrit © = >, \e;, et comme f (Z )\Z—ei> =0g,ona >, A\ f(e;) =0g donc Vie I, \; =0, puis z = 0.

i€l iel i€l

par liberté de la famille (f(e;)) O

el

Corollaire - Espaces isomorphes et dimension
Si F est de dimension finie, alors
E et I sont isomorphes < F est de dimension finie et dim E = dim F'.

En particulier, si E est un K-espace vectoriel de dimension n € N, alors F est isomorphe a K.

Démonstration. On considere une base (e, ..., e,) de E.

— S’ existe un isomorphisme f de E dans F, on sait que (f(e1),..., f(en)) est une base de F, donc F est de
dimension finie, et dim F' = n = dim F.
- SidimE = dimF et (e}, ...,e,) est une base de F', alors 'unique application linéaire f telle que f(e;) = e} pour

tout i € [1,n] est un isomorphisme, d’aprés le théoréme ci-dessus O
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 Théoréme - Dimension de .Z(E, F) en dimension finie
Si E et F sont de dimension finie, alors .Z(FE, F) est de dimension finie, et dim .Z(E, F) = dim F dim F.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base de E. On considére 'application ® : f € Z(E, F) — (f(e1),..., f(en)),
qui est clairement linéaire de .Z(E, F') dans F™".

D’aprés la caractérisation d’une application linéaire par I'image d’une base, on sait que pour tout (ef,... el ) € F™ il
existe une unique application linéaire f € Z(E, F) telle que f(e;) = €} pour tout ¢ € [1,n]. En d’autres termes, ® est
bijective. On en déduit alors que dim .Z(F, F) = dim F" = ndim F = dim F dim F. O

5. Rang d’une application linéaire

Définition - Rang d’une application linéaire
On dit que f € Z(E,F) est de rang fini si Im f est de dimension finie. Dans ce cas, on appelle rang de f la
dimension de Im f. On note alors rg f = dimIm f.

Remarques.
— Si E est de dimension finie: si B = (e1,...,ep) est une base de Z et f € L(E, F), alors f est de rang fini et
rg f = dimIm f = dimVect (f(e1),..., f(ep)) = rg(f(e1),..., f(ep))),
en particulier, rg f < dim E.
Si F est de dimension finie : on a clairement f de rang fini, et rg f < dim F.
— Ainsi, si E et F sont de dimension finie, alors f est de rang fini et rg f < min(dim E, dim F).
Exemples.
1. Soit f € Z(R3) définie par f: (z,y,2) = (x+y + 22, y+2,3x+y +42). Ona
g f = rg(f(en), fle2), fles)) = rg((1,0,3),(1,1,1),(2,1,4)) = 1g((1,0,3),(0,1,-2),(0,1,-2))
= r1g((1,0,3),(0,1,-2)).
Ainsi, rg f = 2 car la famille ((1,0, 3), (0,1, —2)) est libre.
2. Soit f € Z(K,[X]) définie par f: P+— XP'(X). On a
v f = rg(F(X"), F(X"D), ., X2, F(X), (1) = 1g(nX™, (n—1)X",...,2X% X,0)
= 1g(nX", (n— X" ... 2X2% X).

Ainsi, rg f = n car la famille (nX™, (n — 1)X"~1,...,2X? X), échelonnée en degré, est libre.

 Théoréme - Rang et injectivité, surjectivité
Soit f € Z(E, F).

i. Si F est de dimension finie, f est injective si et seulement si rg f = dim E.
1. Si F' est de dimension finie, f est surjective si et seulement si rg f = dim F'.

Démonstration.
i. Si (e1,...,ep) est une base de E, on sait que f est injective si et seulement si (f(e1),..., f(ep)) est libre,
c’est-a-dire rg(f(e1),..., f(ep)) =p=dimE.
7. On sait que f est surjective si et seulement si Im f = F', ce qui équivaut a rg f = dimIm f = dim F'. O
" Théoréme

Si E et F sont de dimension finie et dim F = dim F', alors pour toute application linéaire f € Z(E, F),

f est injective < f est surjective < f est un isomorphisme.
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Démonstration. On a : f est injective < rgf=dimE < rgf=dimF < f est surjective. O

Remarque. En particulier, si F est de dimension finie, un endomorphisme f € Z(F) est un automorphisme si et
seulement si f est injectif ou surjectif.

Exemple. L’endomorphisme f € .Z(K,[X]) défini par f : P — P(X + 1) + P(X) est un isomorphisme de K, [X].
Soit P € K, [X] tel que f(P) = P(X +1) + P(X) = Ogx]. On suppose que P = Og[x], on note d = deg P
et ag = cq[P]. On a alors ¢q[f(P)] = 2aq4, donc ag = 0, et il y a contradiction. Ainsi, Ker f = {Og[x7}.

Ainsi, f est un endomorphisme injectif, donc un isomorphisme de K,,[X].
Exemple. Soient ao,...,a, € K. L’application linéaire f € £ (K, [X],K"™1) définie par

foKaX] - Kr
P~ (P(ap),...,P(ay))

est un isomorphisme. En effet, il est aisé¢ de voir que Ker f = {Og[x]} : si f(P) = Og[xj, alors le polyndéme P est de
degré au plus n et a ag, ..., a, pour racines, soit n + 1 racines distinctes, il est donc nul.

On retrouve un résultat connu : si (yo, ..., y,) € K*T1 il existe un unique polynéme P € K,[X] tel que P(a;) = y;
pour tout i € [0, n], il s’agit du polynéme obtenu par interpolation de Lagrange.

" Corollaire - Inversibilité a gauche, a droite
Si E est de dimension finie et f € Z(FE), alors f € GL(E) < g€ Z(E), fog=1dg < Jge Z(FE), gof =Idg.

Remarque. En dimension finie, il suffit donc de vérifier que f € Z(FE) est inversible a gauche, ou a droite, pour vérifier
que f est un automorphisme. Attention, c’est faux en dimension infinie.

Démonstration. Si g € £(F) est telle que fog = 1Idg, alors f o g est surjective, donc f est surjective, et f € GL(E).
Par ailleurs, si g € Z(F) est telle que g o f = Idg, alors g o f est injective, donc f est injective, et g € GL(E). O

6. Théoreme du rang

" Théoréme - Théoréme du rang, forme géométrique

Soit f € Z(E, F). On suppose que G est un supplémentaire de Ker f dans E. Alors, f|5 est un isomorphisme
de G dans Im f.

Démonstration. L’application f|s est linéaire car f lest, donc f|s € Z(G,Im f).

— OnakKerf|o=GnKerf={0g} car G et Ker f sont en somme directe, donc f|, est injective.

— Siy € Im f, on considére x € E tel que f(z) = y, et on écrit * = x1 + 9 ot x1 € Ker f et z9 € G, on a alors
y = f(x) = f(x2) = flg(z2). Alnsi, f|q est surjective. O

" Théoréme - Théoréme du rang
Si E est de dimension finie et f € Z(F, F), alors

dim F = dimKer f + dimIm f = dimKer f + rg f.

Démonstration. On sait que Ker f admet un supplémentaire G dans F qui est de dimension finie. D’apres le théoreme
précédent, G et Im f sont isomorphes. Ainsi, Im f est de dimension finie, et dimIm f = dim G. Ceci conclut car comme
E=Kerf@®G, onadimG =dimFE — dimKer f, donc rg f = dimIm f = dim E — dim Ker f. O

Remarque. On notera bien que rien n’est supposé sur I'espace d’arrivée, la formule ci-dessus est donc valable lorsque
F est de dimension infinie.

% Calcul du rang d’une application linéaire

I Pour déterminer le rang d’une application linéaire, on peut aussi déterminer la dimension du noyau et utiliser le
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théoreme du rang.

Exemple. SineN* et f e Z(K,[X]) est définie par f: P +— P”, alors
ker f = Ky[X], donc rgf=dimK,[X]—-dimKerf=n+1—-2=n-—1.

Il Projecteurs, symétries

1. Projecteurs

Dans la suite E désigne un K-espace vectoriel. On rappelle que si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires dans E, tout vecteur x € F s’écrit de maniére unique sous la forme

r=zp+xg, ou zp€elF, xged.

Nous allons introduire la notion de projecteur sur F' parallelement a G comme ’application qui a tout vecteur x € E
associe sa “composante en F'” donnée par xr. Dans toute la suite, nous utiliserons les notations ci-dessus.

Définition - Projecteur
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F, on appelle projecteur sur F' parallélement a

G Tapplication
P p: F —- FE

r = TF

L’application ¢q :  — x¢ définit alors un autre projecteur, et on dit que p et ¢ sont des projecteurs associés.

Exemples.

1. Siuy = (1,0) et ug = (1, 1), alors (ug, us) est une base de R?, donc R? = F®G ou F = Vect (u;) et G = Vect (uz).
Comme pour tout (z,y) € R2, la décomposition de (z, ) est donnée par (z,y) = (x—y)u; +yus, donc le projecteur

sur F' parallelement a G est
p:(z,y) = (r—y,0)

2. Si n € N*, on rappelle que .#,(K) = .7,(K) ® 4, (K). Plus précisément, pour toute matrice M € .#,(K), on

aM=3(M+M")+3(M—MT), avec £(M + M") € /,(K) et (M — M7") € ,(K). Par conséquent, le

projecteur sur %, (K) parallelement & <, (K) est :
p:Me— (M+MT).

Remarques.

(x) =x  pour tout x € F,

Cap . . \ P
Si F=F®G et p est le projecteur sur F parallelement a G, alors { p(z) — 05 pour tout z € G.

— Si de plus ¢ est le projecteur sur G parallelement a F', alors :

p+q=1dg, et pg=qp = 0g(g).

" Théoréme - Propriétés des projecteurs
Si F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, et p le projecteur sur F' parallelement & G. Alors,

(7) lapplication p est un endomorphisme de E, et p? = p,
(it) ona F =Imp et G = Kerp.
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Démonstration.
(7) Soient x,y € E et A € R. Avec les mémes notations que ci-dessus, on a A\x +y = Azp +yr + A\xg + yg. Comme
Mp+ap€eF, et \ya +yc e GyonapAr+y) = Mg +yr = Ap(u) + p(v), et pe Z(E).
Par ailleurs, pour tout x € E, alors p?(z) = p(zr) = xF = p(x), donc p? = p.
(it) On a clairement Im p < F', puis pour tout « € F, comme p(xz) = z, on a 2 € Imp. Ceci donne F = Im p.

Siz =xzp+xg € E, toujours avec les mémes notations,ona p(z) =0 < zp =0 © z=2¢ © z€G. O

Remarque. Sipe Z(FE) est un projecteur, alors :
o p est toujours un projecteur sur Im p, parallelement a Ker p.
¢ on a toujours E = Kerp @ Im p.

Théoréme - Caractérisation des projecteurs

Si pe Z(E), alors p est un projecteur de E si et seulement si p? = p.

Démonstration. On a déja vu qu'un projecteur p vérifie p> = p. On considére maintenant p € Z(FE) et on suppose
que p? = p. Montrons que E = Imp @ Kerp.
— Siy e Imp n Kerp, alors p(y) = Og, et il existe 7 € E tel que y = p(x). On a p(y) = p?(x) = p(z) = y, donc
y =0g. On a donc Imp N Kerp = {0g}.
— Pour tout z € E, on a x = p(z) + (z — p(z)). Comme p(z — p(z)) = p(z) — p*(z) = Op, on a = — p(z) € Kerp.
Par ailleurs, on a bien slir p(x) € Im p, donc x € Im p + Ker p. Finalement, E = Imp + Ker p.

Pour tout = € E, d’aprés la décomposition © = p(x) + (z — p(z)) dans E = Imp @ Kerp, le projecteur sur Imp
parallelement & Kerp est donné par « — p(z) : il s’agit de lapplication p. O

% Montrer qu’une application est un projecteur

Pour montrer que p est un projecteur, on vérifie que p est linéaire et que p? = p. On aura alors montré que p est
le projecteur sur Im p, parallelement a Ker p.

Exercice 3. Montrer que 'application

p:(zy) = (3= +y), 5z +y))
est un projecteur de R?, et préciser les sous-espaces vectoriels supplémentaires associés.
2. Symétries

Dans ce paragraphe, nous conservons les mémes notations que ci-dessus : si F = F@®G et x € E, on écrira x = g+ ¢
I'unique décomposition de x telle que zp € F et zg € G.

Définition - Symétrie
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F, on appelle symétrie par rapport a F paral-
lelement a G D'application

s: EF — F
T = ITF—ITqg
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Théoréme - Propriétés des symétries

Si F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F, et s la symétrie par rapport a F parallelement
a G. Alors,

(7) lapplication s est un endomorphisme de E, et s? = Idg,
(it) ona F =Ker(s —Idg) et G = Ker(s + Idg).

Remarque. On remarque que Ker(s —Idg) = {z € E, s(z) = z} : il s’agit des vecteurs de E laissés invariants par s.
Par ailleurs, Ker(s + Idg) = {x € E, s(x) = —x} : il s’agit des vecteurs de F transformés en leur opposé par s.

Démonstration.
(i) On montre que s € .Z(F) comme pour les projecteurs. On voit que s* = Idg en remarquant que si x € E, alors
s2(z) = s(s(zp + 26)) = s(zp —2g) = 2F + 2g = T
(it) Size E,ona: zeKer(s—Idg) © s(z)=2 © zp—2zg=2ap+2¢ © 2¢=0g © z€F, doncona
montré Ker(s — Idg) = F. L’autre égalité se prouve de méme. O

Remarque. Sise Z(FE) est une symétrie, alors :

o s est toujours la symétrie sur Ker(s — Idg), parallelement a Ker(s + Idg).
o on a toujours E = Ker(s — Idg) ® Ker(s + Idg).

Théoréme - Caractérisation des symétries

Si s € Z(E), alors s est une symétrie de F si et seulement si s?> = Idg.

Démonstration. On a déja vu que si s est une symétrie de E, alors s> = Idg. Réciproquement, si s> = Idg, on pose
F =Ker(s —Idg) et G = Ker(s + Id —F). Montrons que £ = F ® G.

— Soit x € F n G. On a alors s(x) = z et s(x) = —z, donc = —z, et x = 0. Finalement, F n G = {0g}.

— Soit x € E. On pose zp = % (x + s(z)) et g = £(x — 5(x)), de sorte que = zp + x¢. Par ailleurs, on a

s(xp) = %(s(x) + s%(z)) = %(s(x) +z)=zp, et s(xg)= %(s(m) —s%(x)) = %(S(l‘) —z) = —xq,

donc zr € F et xg € G. On donc montré que F = F + G.

Finalement, pour tout z € E, on a s(zx) = s(xp + z¢) = s(xp) + s(xg) = xp — z¢, donc s est la symétrie sur F
parallelement a G. O

" Théoréeme - Lien projecteurs-symétries
Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E et s,p € Z(FE) vérifient s = 2p — Idg, alors

p est le projecteur sur F' parallelement & G < s est la symétrie sur F' parallelement a G.

Démonstration. On remarque déja que : s> =1dg < (2p—1dg)? =1dg < 4p®> —4p+1dg =1dg < p? =p, car
2p et Idg commutent, donc s est une symétrie si et seulement si p est un projecteur.

Par ailleurs, dans ce cas,

zeKer(s—Idg) < s(z)=2 © 2p(z)—2xz=2 < pla)=2 < zeclmp

reKer(s+1Idg) & s(z)=—-2 < 2p(x) —z=—-2 < p(x) =0 < xeKerp.

Ainsi, Ker(s — Idg) = Imp et Ker(s + Idg) = Kerp, ce qui conclut. O

Il Formes linéaires et hyperplans

Définition - Hyperplan
Si H est un sous-espace vectoriel de E, on dit que H est un hyperplan de E si H est le noyau d’une forme linéaire
non nulle de E.
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Exemples.
1. Comme ¢ : (z,y, 2) — 3x+2y—2z est une forme linéaire non nulle de R3, Ker ¢ = {(.T, y,2) R, 3w +2y— 2= O}
est un hyperplan de R3.
2. Comme @ : P — P(2) est une forme linéaire non nulle de R,[X], Keryp = {P € R,[z], P(2) =0} est un
hyperplan de R,,[x].
3. L’hyperplan {f € %,([0, 1], So t)dt = 0} est associé a la forme linéaire f — So t)dt de €°([0, 1], R).

 Théoréme - Caractérisation des hyperplans

Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de F si et seulement s’il existe un sous-espace vectoriel D de
EtelquedimD =1et E=H®D.

Démonstration.

— Supposons que H est un hyperplan de E, et considérons ¢ € Z(E,K) non nulle telle que H = Ker ¢. Comme ¢
est non nulle, il existe x¢ € F tel que ¢(xg) = 0, et on a donc xg ¢ H. Montrons que F = H @ Vect (x¢).

o Soit x € E. On suppose qu’il existe 1 € E et x5 € Vect (wo) tels que x = x1 + T2. On note x5 = Axg avec
A e K. Alors ¢(z) = ¢(z1) + Ap(xo) = A\p(x0), donc A = o)

»(zo0)
P(z) (z)
e(xo0) »(zo0)

On en déduit que 1 = = — xQ.

370)

o Réciproquement, si 1 = x — T et xo = Tq, alors

x=x1 + T3, x2€ Vect(zg), et ¢(x1) =¢(z)— (f((fo))ap(xo) = 0g donc z1 € Ker .

On a donc bien montré que £ = H @ Vect (xg).

— Supposons maintenant que E = H @ D et dim D = 1. Il existe un vecteur non nul z¢ € D, donc D = Vect (z9).
On définit ensuite ¢ comme 'unique forme linéaire sur E telle que ¢z = 0 et ¢|p(Azg) = A pour tout A € K.
On a bien Ker ¢ = H, et ¢ est non nulle. Ainsi, H est un hyperplan de F. O

" Théoréme - Equations d’un hyperplan

| Si ¢ et 9 sont deux formes linéaires non nulles sur E telles que H = Ker ¢ = Ker v, alors ¢ et 1 sont colinéaires.

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, il existe xo € E tel que E = H @ Vect (x¢), et donc p(z0), ¥ (zo) € K*.
Pour tout « € F, on peut écrire x = x1 + A\xg avec xg € H et X € K, donc ¢(x) = Ap(xg) et ¥(z) = Mb(xo).
©

Si A =0, on a alors p(x) = zggg@/}( ), et I’égalité est encore vraie si A = 0. Ainsi, on a ¢ = ) avec p = ¢E g O

" Théoréme - Intersection d’hyperplans
Si E est de dimension finie n,

— si Hy,...,H,, sont des hyperplans de E, alors dim(H; n...n H,,) = n—m,

— si F' est un sous-espace vectoriel de FF de dimension n — m, 11 existe des hyperplans Hy, ..., H,, de F tels
que F=Hin...n H,.

Démonstration.

— Soient 1, ..., ., des formes linéaires telles que H; = Ker ¢; pour tout ¢ € [1,m]. On considére ensuite 1’appli-
cation f: x — (¢1(x),...,pm(z)), et on remarque que ker f = H; n...n Hy,. Clairement, on a f € Z(E,K™),
donc le théoréme du rang donne dim Hy n ... n H,, = dim E — dim(Im f) > n —m car dimIm f <m

— On consideére une base (e1,...,e,—m) de F qu’'on compléte en une base # = (eq,...,e,) de E. Ainsi, siz € E
n n
z=Yaec€eEF © appmyi=...=a,=0 < ¢, 1(x)=...=¢}(x)=0 < ze[)Kere],
i=1 i=1
n
en notant €7, ..., ey les formes coordonnées relativement a la base . Donc F = [ Kere}. O
i=1
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IV Sous-espaces affines

Nous nous intéressons ici aux sous-ensembles d’un espace vectoriel obtenus en faisant la “translation” d’un sous-
espace vectoriel d'un vecteur x € E. Les ensembles obtenus, appelés sous-espaces affines de F, ne contiennent plus
nécessairement Og. Ils permettent en particulier de décrire les solutions d’équations linéaires non homogenes, c’est-a-
dire avec un second membre.

Définition - Sous-espace affine

Si F est un sous-espace vectoriel de F et x € E, on dit que 'ensemble F = 2 + F = {& + u, u € F} est un
sous-espace affine de E. On dit alors que F est la direction du sous-espace affine F.

Remarque. Il est important de remarquer que si F est un espace affine, alors sa direction est définie de maniere
unique.

En effet, si F s’écrit z+ F = y+ G, ou z,y € E et F, G sont deux sous-espaces vectoriels de F, on considere
u € F, et on remarque que x + u€ x + F, doncon a x +u =y + v avec v € G. Mais on a aussi x € x + F,
donc on a x = y + v’ avec v' € G. Ainsi, en soustrayant, u = v — v’ € G, donc F < G. De méme, G < F.

Exemple. Dans R? F = (1,1) + Vect ((2,1)) est un sous-espace affine. Graphiquement, F est représenté dans le plan
par la droite passant par le point de coordonnées (1, 1), de vecteur directeur donné par (2,1).

Remarque. Tout sous-espace vectoriel ' de E est en particulier un sous-espace affine de E : on peut écrire F' = O+ F'.
La direction du sous-espace affine est F' lui-méme.

" Théoréme
Si F est un sous-espace affine de E de direction F', alors F = y + F pour tout y € F.

Démonstration. On sait que F s’écrit sous la forme F = x + F avec z € E. Pour tout y € F, il existe alors u € F tel
que y = x +u. Ainsi, y+ F =x+u+ F =x+ F = F. En effet, on voit aisément par double inclusion que comme
uweF,u+F=F. O

Théoréme - Solutions d’une équation linéaire

Si fe Z(E,F)etbe F, alors I'équation
flx) = b (E)

admet des solutions si et seulement si b € Im f. Dans ce cas, si on note z;, une solution de ([H), I’ensemble des
solutions de (H) est un sous-espace affine donné par z, + Ker f.

Démonstration. Sib ¢ Im f, il est clair que ([H) n’a pas de solution. Si b € Im f, alors il existe une solution particuliére
de (H) qu’on note x,. Pour tout = € E, on a alors

flz)=b < f(x)=f(zp) & flz—2p)=0p & z—a,eKerf < zex,+Kerf.
L’ensemble des solutions est alors x;, + Ker f, sous-espace affine dirigé par Ker f. O

Exemples.

1. L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire compatible AX = B, ou A € 4, ,(K) et B € K", est un sous-

espace affine de KP, donné par
X, + Ker A

En effet, il s’agit du cas ci-dessus appliqué a l’application linéaire ¢ 4 canoniquement associée a A.
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2. Soient ai,...,a, € K deux a deux distincts, et by,...,b, € K. L’ensemble des polyndémes P € K[X] tels que
P(a;) = b; pour tout i € [1,n] est un sous-espace affine donné par

P+{AQ, Q e K[X]}
n
ot P est le polynéme interpolateur de Lagrange solution du probléme d’interpolation et A = [](X — a;).
i=1
En effet, il s’agit du cas ci-dessus appliqué & f € Z(K[X],K") donnée par f : P — (P(a1),...,P(ay)), qui
vérifie Ker f = {P € K[X], P(a;) =... = P(a,) =0} = {AQ, Q€ K[X]}.

Théoréme - Intersection de sous-espaces affines

Soit (F;)ier une famille de sous-espaces affines de E, on note F; la direction de F; pour tout i € I. Si[), F; = @,
alors ), F; est un sous-espace affine de E dirigé par (), F;.

Démonstration. On note F = (), F; et F = ), F;. Par hypothese, il existe « € F, nous allons montrer que F = z+ F.

— Siy e F, alors pour tout ¢ € I, il existe u; € F; tel que y = x4 u;. Par conséquent, pour tout < € I, ona u; = y—uz,
et les vecteurs u; sont tous égaux & un vecteur qu’on note u. On a alors w e (), F;, donc y =z +uex + F.

~ Siyex+ F, alors pour tout i € I, on a y € x + F; car F < F;. Ainsi, z € (), F; = F. O
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