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Chapitre 19

Arithmétique des polynômes et
fractions rationnelles

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

I Polynômes irréductibles
Rappel. On dit que deux polynômes A,B P KrXs sont associés si A |B et B |A, i.e. il existe λ P K‹ tel que A “ λB.

On dit qu’un polynôme non constant P P KrXs est irréductible si ses seuls diviseurs sont associés à 1 ou à P .
Définition - Polynôme irréductible

Remarque. Lorsqu’il y a ambiguïté, on précise sur quel corps on entend la propriété. Par exemple, X2 ` 1 est
irréductible sur R, mais pas sur C (il a X ´ i pour diviseur).

Exemple. – Tout polynôme de degré 1 de KrXs est irréductible.
– Tout polynôme de degré 2 de RrXs n’ayant pas de racine réelle est irréductible.

i. Les polynômes irréductibles de CrXs sont les polynômes de degré 1.
ii. Les polynômes irréductibles de RrXs sont les polynômes de degré 1, et les polynômes de degré 2 à discri-

minant strictement négatif.

Théorème - Polynômes irréductibles de CrXs, de RrXs

Démonstration.

i. Soit P P CrXs. Si degP “ 1, alors P est irréductible. Si degP ą 2, on sait que P a une racine α P C, donc
X ´ α |P , et P n’est pas irréductible.

ii. Soit P P RrXs, de discriminant ∆. Si degP “ 1 ou si degP “ 2 et ∆ ă 0, on a vu que P est irréductible. Si
degP “ 2 et ∆ ě 0, on sait que P n’est pas irréductible. Supposons maintenant degP ą 2.

– Si P possède une racine réelle α, alors X ´ α divise P , et P n’est pas irréductible.
– Si P n’a pas de racine réelle, alors il possède une racine z P CzR, et on sait que z̄ est également une racine de

P , distincte de z. Ainsi, pX´zqpX´ z̄q “ X2´2Re z`|z|2 P RrXs divise P , et P n’est pas irréductible.

Tout polynôme non constant de P P KrXs s’écrit de manière unique (à ordre des facteurs près) sous la forme
P “ λPm1

1 . . . Pmk

k , où les polynômes P1, . . . , Pk sont irréductibles unitaires, et m1, . . . ,mk P N‹.

– Cas complexe. Si P P CrXs, alors la factorisation première de P est de la forme :

P “

k
ź

i“1

pX ´ αiq
mi .

– Cas réel. Si P P RrXs, alors la factorisation première de P est de la forme :

P “

k
ź

i“1

pX ´ αiq
mi

l
ź

j“1

pX2 ` βjX ` γjqnj ,

où les polynômes X2 ` βjX ` γj sont de discriminant strictement négatif.

Théorème - Factorisation irréductible

Démonstration. L’existence de la factorisation première se prouve par récurrence forte sur le degré du polynôme P ,
de manière en tout point analogue à cette de la factorisation première d’un entier.
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L’écriture des factorisations premières se déduit du théorème précédent. L’unicité provient de l’unicité à ordre des
facteurs près de la forme scindée d’un polynôme de CrXs.

Exemple. Le polynôme X3 ´ 1 a pour factorisation irréductible :

˛ P “ pX ´ 1qpX ´ jqpX ´ j2q dans CrXs,
˛ P “ pX ´ 1qpX2 ` X ` 1q dans RrXs.

Remarque. Ainsi, qui P,Q P CrXs, alors P |Q si et seulement si pour toute racine α de P , on a mαpP q ď mαpQq.

II PGCD, PPCM
1. PGCD

Dans toute la suite, pour A P KrXs, on note DA l’ensemble des polynômes P P KrXs qui divisent le polynôme A,
c’est-à-dire qu’il existe Q P KrXs tel que P “ AQ.

Remarque. On a D0 “ KrXs.

Si A,B P KrXs ne sont pas tous les deux nuls, il existe des polynômes divisant A et B de degré maximal, on les
appelle plus grands diviseurs communs (PGCD) de A et B.

Définition-théorème - PGCD de deux polynômes

Démonstration. Il suffit de remarquer que l’ensemble D des degrés des polynômes divisant à la fois A et B est une
partie non vide de N. En effet, on a 1 |A et 1 |B, donc 0 P D. Par ailleurs, le polynôme nul ne peut pas diviser A et
B car ils sont non tous deux nuls, donc D Ă N. Par conséquent, D admet bien un plus grand élément.

Remarques.

– Pour tout A P KrXs, on a DA X D0 “ DA, donc les PGCD de A et 0 sont tous les diviseurs de A de degré
maximal, c’est-à-dire les polynômes de la forme λA avec λ P K‹.

Soient A,B,R P KrXs. S’il existe Q P KrXs tel que A “ BQ ` R, alors DA X DB “ DB X DR. Par conséquent,
les PGCD de A et B sont exactement les PGCD de B et R.

Théorème

Démonstration. Si D P KrXs divise B et R, alors D divise A “ BQ`R, ce qui donne DB X DR Ă DA X DB . L’autre
inclusion est obtenue de la même manière : si D divise A et B, alors D divise R “ A ´ BQ.

Algorithme d’Euclide pour l’obtention de PGCD de deux polynômes.
Si A,B P KrXs, on note R0 “ A et R1 “ B, et on effectue la procédure suivante.
Pour k P N‹ :

– Si Rk ­“ 0 : on effectue la division euclidienne de Rk´1 par Rk : Rk´1 “ Qk`1Rk ` Rk`1. Alors, on a
DRk´1

X DRk
“ DRk

X DRk`1
, et degRk`1 ă degRk.

– Si Rk “ 0, la procédure s’arrête, et les PCGD de A et B sont les multiples de Rk´1.

Ainsi, les PGCD de A et B sont les multiples du dernier reste non nul de la famille des restes successifs de
l’algorithme d’Euclide.

Remarques.

– La propriété degRk`1 ă degRk si Rk ­“ 0 assure l’existence d’un entier k0 tel que Rk0
“ 0. En d’autres termes,

l’algorithme s’arrête.
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– Par récurrence immédiate, on a DRk´1
X DRk

“ DR0 X DR1 “ DA X DB . Ainsi,

DA X DB “ DRk0´1
X DRk0

“ DRk0´1
,

car Rk0
“ 0. Ainsi, les PGCD de A et B sont les multiples de Rk0´1.

On a obtenu le résultat suivant, qui permet de définir le PGCD de deux polynôme, comme l’unique polynôme unitaire
multiple de Rk0´1.

Si A,B P KrXs sont des polynômes non tous deux nuls, les PGCD de A et B sont associés. De plus, il existe un
unique PGCD unitaire de A et B, on l’appelle le PGCD de A et B, et on le note A ^ B. On a par ailleurs

DA X DB “ DA^B .

On convient par ailleurs que 0 ^ 0 “ 0.

Théorème et définition - Le PGCD de deux polynômes

Remarque. On retiendra que si D |A et D |B, alors D |A ^ B.

Si A,B P KrXs, alors les racines communes de A et B sont les racines de A ^ B.

Théorème - PGCD et racines

Démonstration. On note D “ A ^ B. Si α P K. Comme DA X DB “ DA^B , on a

Dpαq “ 0 ô X ´ α |D ô X ´ α |A et X ´ α |B ô Apαq “ Bpαq “ 0.

Soient A,B P KrXs. Il existe U, V P KrXs tels que AU `BV “ A^B. Une telle relation est appelée relation de
Bézout.

Théorème - Relation de Bézout pour deux polynômes

Remarque. Comme pour les entiers, une relation de Bézout n’est pas unique !

Démonstration. On reprend les notations de l’algorithme d’Euclide : R0 “ A, R1 “ B, et pour tout k P N‹ tel que
Rk ­“ 0, on écrit Rk´1 “ Qk`1Rk ` Rk`1, division euclidienne de Rk´1 par Rk. On montre ensuite par récurrence
double que pour tout k P N, il existe Uk, Vk P Z tels que Rk “ UkA ` VkB.

– Initialisation : en posant U0 “ 1, V0 “ 0, U1 “ 0 et V1 “ 1, on a bien R0 “ u0A ` V0B et R1 “ U1A ` V1B.
– Hérédité : soit k P N‹, on suppose qu’il existe Uk´1, Vk´1, Uk, Vk P Z tels que Rk´1 “ Uk´1A ` Vk´1B et
Rk “ UkA ` VkB. Ainsi,

Rk`1 “ Rk´1 ´ Qk`1Rk “ pUk´1 ´ Qk`1UkqA ` pVk´1 ´ Qk`1VkqB.

On obtient le résultat en posant Uk`1 “ Uk´1 ´ Qk`1Uk et Vk`1 “ Vk´1 ´ Qk`1Vk.

Comme on sait qu’il existe un entier k0 tel que Rk0
“ 0 et A^B “ Rk0´1, on a donc A^B “ Uk0´1A` Vk0´1B.

Remarque. Comme dans le cas des entiers, la preuve ci-dessus fournit des relations de récurrence permettant de
calculer Uk et Vk à chaque étape. On obtient l’algorithme d’Euclide étendu pour les polynômes.

Algorithme d’Euclide étendu.
On peut synthétiser la réalisation de l’algorithme d’Euclide étendu dans
un tableau contenant les restes successifs, les quotients, ainsi que les po-
lynômes Uk et Vk.

On commence par écrire R0, R1 et les premières valeurs U0, V0, U1, V1,
puis on utilise les relations de récurrence.

Rk Qk Uk Vk

A 1 0
B 0 1
...

...
...

...

On étend la définition de PGCD pour deux polynômes à un nombre fini de polynômes.
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Si A1, . . . , An sont des polynômes non tous nuls, il existe un unique polynôme unitaire diviseur commun à
A1, . . . , An de degré maximal, on l’appelle PGCD de A1, . . . , An et on le note A1 ^ . . . ^ An.

Définition-théorème - PGCD d’un nombre fini de polynômes

Si A1, . . . , An P KrXs sont non tous nuls, il existe U1, . . . , Un P KrXs tels que U1A1 ` . . .`UnAn “ A1 ^ . . .^An.

Théorème - Relation de Bézout, cas d’un nombre fini de polynômes

2. PPCM

Soient A,B P KrXs non nuls. On appelle PPCM de A et B un polynôme multiple de A et B de degré minimal.
Définition - PPCM de deux polynômes

Remarque. L’existence est assurée car l’ensemble D des degrés des polynômes multiples communs de A et B est une
partie non vide de N (comme AB est multiple commun de A et B, degA degB P D).

Soient A,B P KrXs non nuls et M un PPCM de A et B. Les multiples communs de A et B sont exactement les
multiples de M .

Théorème

Démonstration. La démonstration est la même que dans le cas de ZrXs.

Remarque. On retiendra que pour tout P P KrXs, si A |P et B |P , alors M |P .

Si A,B P KrXs non nuls, alors les PPCM de A et B sont associés. En particulier, il existe un unique PPCM de
A et B unitaire. On l’appelle PPCM de A et B, et on le note A _ B.

Définition-théorème - Le PPCM de deux polynômes

Démonstration. Si M,M 1 sont deux PPCM de A et B, alors d’après le résultat précédent, on a M |M 1 du fait que
M 1 est multiple commun de A et B. De même M 1 |M .

Exemple. Si A “ pX ´ 2q2pX ` iqpX ´ iq2 et B “ pX ´ 2q3pX ` jqpX ´ iq, alors

A ^ B “ pX ´ 2q2pX ´ iq et A _ B “ pX ´ 2q3pX ` iqpX ` jqpX ´ iq2.

Comme pour les entiers, on obtient le résultat suivant (par exemple à l’aide de la factorisation irréductible).

Soient A,B P KrXs non nuls. Les polynômes pA ^ BqpA _ Bq et AB sont associés.

Théorème - PGCD et PPCM

III Polynômes premiers entre eux

On dit que deux polynômes A,B P KrXs sont premiers entre eux si leur seul diviseur commun unitaire est 1,
autrement dit A ^ B “ 1.

Définition - Polynômes premiers entre eux

Remarque. Deux polynômes de CrXs sont premiers entre eux si et seulement s’ils n’ont pas de racines communes.

En effet, les racines communes de A et B étant les racines de A^B, on en déduit qu’ils n’ont pas de racine
commune si et seulement si A ^ B n’a pas de racine dans C, c’est-à-dire qu’il est de degré 0.
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Si A,B P KrXs, alors A ^ B “ 1 si et seulement s’il existe U, V P KrXs, AU ` BV “ 1.

Théorème - Théorème de Bézout

Démonstration. Même preuve que dans Z.

Remarque. Comme pour les entiers, on introduit, pour un nombre fini de polynômes, la notion de polynômes premiers
entre deux à deux, et de polynômes premiers entre eux dans leur ensemble. Le théorème de Bézout s’applique à des
polynômes premiers entre eux dans leur ensembles.

Soient A,B,C P KrXs. Si A |BC et A ^ B “ 1 alors A |C.

Théorème - Lemme de Gauss

Démonstration. Même preuve que dans Z.

Soient A,B, P P KrXs.

– Si A ^ P “ 1 et B ^ P “ 1, alors AB ^ P “ 1.
– Si A et B divisent P et A ^ B “ 1, alors AB |P .

Théorème - Produit de polynômes

Démonstration. Même preuve que dans Z.

IV Fractions rationnelles
1. Le corps KpXq

On introduit un ensemble KpXq dont les éléments sont notés P
Q , où P,Q P KrXs et Q est non nul, et tel que si

P
Q , R

S P KpXq, alors
P

Q
“

R

S
ô PS “ QR.

On appelle les éléments de KpXq des fractions rationnelles à coefficients dans K.

Définition - Fraction rationnelle

Remarque. On peut construire un tel ensemble comme l’ensemble des classes d’équivalence de la relation „ définie
sur KrXs ˆ KrXs‹ par : pP,Qq „ pR,Sq ô PS “ QR. Cette construction est admise ici.

Si F P KpXq, alors F s’écrit de manière unique sous la forme P
Q où P,Q P KrXs, Q est unitaire et P ^ Q “ 1.

On appelle cette écriture la forme irréductible de F .

Définition-théorème - Forme irréductible

Démonstration.

– Existence : si F “ A
B P KpXq et D est un PGCD de A et B, alors on peut écrire A “ DP et B “ DQ avec

P ^ Q “ 1. On a A
B “ PQ, et quitte à diviser par cdomrQs, on peut supposer Q unitaire.

– Unicité : si P
Q et rP

rQ
sont deux formes irréductibles de F , alors P rQ “ Q rP . Comme P ^ Q “ 1 et rP ^ rQ “ 1, le

lemme de Gauss entraîne que Q | rQ et rQ |Q. Comme les polynômes sont unitaires, on a Q “ rQ, puis P “ rP .

Exemple. La fraction rationnelle pX ´ 2q2pX ` 1q

XpX ´ 3q2
est sous forme irréductible.
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On munit KpXq des lois de composition internes ` et ˆ en posant pour F,G P KpXq avec F “ P
Q et G “ R

S :

F ` G “
PS ` QR

QS
, FG “

PR

QS
.

Muni de ces deux lois, KpXq est un corps.

Définition-théorème - Opérations sur KpXq

Remarques.

– Il convient de remarquer que les opérations définies ci-dessus sont bien définies sur KpXq, c’est-à-dire qu’elles ne
dépendent pas du choix des écritures P

Q , R
S .

– Nous ne vérifions pas ici que les lois ci-dessus confèrent à KpXq une structure de corps, mais chacune des
propriétés se vérifie aisément.
En particulier, si F P KpXq est non nulle, alors F “ P

Q admet pour inverse Q
P , notée 1

F .
– On remarque qu’à tout polynôme P P KrXs on peut associer la fraction rationnelle P

1 , et l’application P ÞÑ P
1

définit même un morphisme injectif d’anneaux de KrXs sur KpXq.
En identifiant P P KrXs à P

1 , on peut considérer que KrXs Ă KpXq, de sorte que KrXs est un sous-anneau de
KpXq.

Si F “ P
Q P KpXq, on introduit la fraction rationnelle F 1 appelée fraction rationnelle dérivée de F définie par

F 1 “
P 1Q ´ PQ1

Q2
.

Définition - Fraction rationnelle dérivée

Remarques.

– Ici à nouveau, l’opération est bien définie sur KpXq : elle ne dépend pas du choix de l’écriture P
Q de F .

– On peut montrer que la dérivation ainsi définie vérifie les propriétés habituelles : si F,G P KpXq, alors

pF ` Gq1 “ F 1 ` G1, pFGq1 “ F 1G ` FG1,

ˆ

F

G

˙1

“
FG1 ´ F 1G

G2
.

Par ailleurs, si P P KrXs, alors
`

P
1

˘1
“ P 1

1 : la dérivée de P dans KpXq est la même que sa dérivée dans KrXs.

2. Zéros, pôles, fonctions rationnelles

Soit F P KpXq ayant pour forme irréductible P
Q .

– On dit que α P K est un zéro de F si α est une racine de P .
– On dit que α P K est un pôle de F si α est une racine de Q.

On appelle multiplicité d’un zéro (resp. d’un pôle) de F sa multiplicité comme racine de P (resp. de Q).

Définition - Zéros, pôles

Exemple. Dans CpXq, la fraction rationnelle pX ´ 2qpX ´ 3q2

pX2 ` 1qpX ` 1q
a pour zéros 2 et 3, de multiplicités respectives 1 et 2,

et pour pôles ´i, i,´1.

Soient F P KpXq ayant pour forme irréductible P
Q et DF “ tα P K, , Qpαq ­“ 0u. On appelle fonction rationnelle

associée à F la fonction
rF : DF Ñ K

x ÞÑ
rP pxq
rQpxq

Définition - Fonction rationnelle
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On note souvent F au lieu de rF .

Remarque. Il est important de bien vérifier que la fraction rationnelle est écrite sous sa forme irréductible pour
introduire la fonction rationnelle associée, de manière à ne pas introduire de pôle “artificiels”.

3. Degré d’une fraction rationnelle

Soit F “ P
Q P KpXq. On appelle degré de F l’entier

degF “ degP ´ degQ.

Définition - Degré d’une fraction rationnelle

Remarques.

– Ici encore, le degré d’une fraction rationnelle est bien défini : il ne dépend pas du choix de l’écriture P
Q de F .

– Le degré d’un polynôme vu comme fraction rationnelle coïncide avec son degré en tant que polynôme.
– Si F P KpXq, alors degF P Z Y t´8u.

Soient F,G P KpXq.

˛ degpF ` Gq ď maxpdegF, degGq, avec égalité si degF ­“ degG.
˛ degpFGq “ degF ` degG.

Théorème - Degré et opérations

4. Décomposition en éléments simples

Soit F “ A
B P KpXq. Il existe un unique polynôme E P KrXs et une unique fraction rationnelle G P KpXq tels

que
F “ E ` G et degG ă 0.

Le polynôme E est appelé la partie entière de F , et est le quotient dans la division euclidienne de P par Q.

Définition-théorème - Partie entière

Démonstration. On note A “ BQ ` R la division euclidienne de A par B. On a alors F “
BQ`R

B “ Q ` R
B . On a

Q P KrXs et deg R
B “ degR ´ degB ă 0, d’où l’existence.

Supposons maintenant que F “ E ` G “ pE ` pG, où E, pE P KrXs et degG, deg pG ă 0. Alors E ´ pE “ pG ´ G, et
degpE ´ pEq “ degp pG ´ Gq ď maxpdegG, deg pGq ă 0. Ainsi, E ´ pE est le polynôme nul, donc E “ pE et G “ pG.

Exemple. La fraction rationnelle F “
X3 ` X ´ 2

X2 ` 2
s’écrit F “ X ´

X ` 2

X2 ` 2
, et a pour partie entière X.

On appelle élément simple de KpXq une fraction rationnelle de la forme A
Bn où n P N‹, B est un polynôme

irréductible unitaire et degA ă degB.

Définition - Élément simple

– Les éléments simples de CpXq sont les fractions rationnelles de la forme
a

pX ´ αqn
, où a, α P C, n P N‹.

– Les éléments simples de RpXq sont les fractions rationnelles de la forme

a

pX ´ αqn
ou cX ` d

pX2 ` βX ` γqn
, où a, b, c, α, β, γ P R, n P N‹, et c2 ´ 4d ă 0.
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Soient F “ P
Q P KpXq sous forme irréductible et la décomposition en facteurs irréductibles dans CrXs de Q :

Q “

r
ź

i“1

pX ´ αiq
mi .

Il existe une unique famille pai,kq 1ďiďr
1ďkďmi

de C telle que

F “ E `

r
ÿ

i“1

mi
ÿ

k“1

ai,k
pX ´ αiqk

,

où E est la partie entière de F . Cette écriture est appelée décomposition en éléments simples dans CpXq de F .

Théorème - Décomposition en éléments simples dans CpXq

Démonstration. Admise.

Remarque. On dit que la somme
mi
ř

k“1

ai,k

pX´αiqk
est la partie polaire associée au pôle αi de F .

Exemples.

– La fraction rationnelle F “
X3 ´ 2X ` 1

pX ´ 2q2pX2 ` 1q
(de partie entière nulle) se décompose en éléments simples sous

la forme :
F “

a

pX ´ 2q2
`

b

X ´ 2
`

c

X ´ i
`

d

X ` i
, avec a, b, c, d P C.

On note que comme F “ F , l’unicité de la décomposition de F entraîne que, comme les deux dernières fractions
sont conjuguées, on a d “ c̄.

– On a : X

pX2 ` X ` 1q2
“

X

ppX ´ jqpX ´ ȷ̄qq2
“

a

pX ´ jq2
`

b

X ´ j
`

ā

pX ´ ȷ̄q2
`

b̄

X ´ ȷ̄
, avec a, b P C.

Soient F “ P
Q P KpXq sous forme irréductible et la décomposition en facteurs irréductibles dans RrXs de Q :

Q “

r
ź

i“1

pX ´ αiq
mi

s
ź

l“1

pX2 ` βjX ` γjqnj .

Il existe des familles pai,kq 1ďiďr
1ďkďmi

, pbj,lq 1ďjďs
1ďlďnj

, pcj,lq 1ďjďs
1ďlďnj

de R uniques telle que

F “ E `

r
ÿ

i“1

mi
ÿ

k“1

ai,k
pX ´ αiqk

`

s
ÿ

j“1

nj
ÿ

l“1

bj,lX ` cj,l
pX2 ` βjX ` γjql

,

où E est la partie entière de F . Cette écriture est appelée décomposition en éléments simples dans RpXq de F .

Théorème - Décomposition en éléments simples dans RpXq

Démonstration. Admise.

Exemples.

– On a : X3 ´ X ` 1

X2 ´ 4
“ X `

a

X ´ 2
`

b

X ` 2
, avec a, b P R.

– On a : X3 ´ 1

pX2 ` X ` 1q2
“

aX ` b

pX2 ` X ` 1q2
`

cX ` d

X2 ` X ` 1
, avec a, b, c, d P R.

Pour calculer les coefficients de la partie polaire de F associée au pôle α, on peut penser aux procédés suivants :

– Si m est la multiplicité du pôle α, on peut multiplier F par pX ´ αqm et faire une évaluation en α :

Calcul de la partie polaire
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F “
am

pX ´ αqm
` . . . `

a1
X ´ α

` G, donc pX ´ αqmF “ am ` GpX ´ αqm.

Comme α n’est pas un pôle de pX ´ αqmF ni de G, on peut évaluer en α, et on obtient am.
– On peut multiplier F P RpXq par X puis prendre la limite en `8 ou ´8 de la fonction rationnelle associée.
– Si F P RpXq, on peut utiliser l’unicité de la décomposition pour établir des relations de conjugaison entre

les coefficients associés à des pôles conjugués.
– On peut utiliser des évaluations de F .

Exemple. Cherchons la décomposition en éléments simples dans RpXq de F “
5X ` 3

pX ` 1q2pX ´ 1q
. On a

F “
a

pX ` 1q2
`

b

X ` 1
`

c

X ´ 1
, avec a, b, c P R.

– On évalue pX ` 1q2F en ´1, on obtient a “ 1.
– On évalue pX ´ 1qF en 1, on obtient c “ 2.
– On a xF pxq ÝÑ

xÑ`8
b ` c, donc b ` c “ 0, et b “ ´2.

Finalement, F “
1

pX ` 1q2
´

2

X ` 1
`

2

X ´ 1
.

Le résultat suivant s’ajoute à la liste ci-dessus. Il permet de déterminer le coefficient au numérateur de la partie polaire
dans le cas d’un pôle simple.

Si F “ P
Q P KpXq et α P K est une racine simple de Q, alors la partie polaire de F associée à α est donnée par

a

X ´ α
, où a “

P pαq

Q1pαq
.

Théorème - Partie polaire dans le cas d’un pôle simple

Démonstration. Le polynôme Q s’écrit Q “ pX ´ αqR, où R P KrXs vérifie Rpαq ­“ 0. Par ailleurs, la décomposition
en éléments simples de F s’écrit F “ a

X´α ` G, où α n’est pas un pôle de G. En multipliant par X ´ α, on a alors

pX ´ αqF “
P

R
“ a ` pX ´ αqG.

En évaluant en α, on trouve a “
P pαq

Rpαq
. Par ailleurs, on a Q1 “ R ` pX ´ αqR1, donc Q1pαq “ Rpαq ce qui conclut.

Remarque. On note que, dans le résultat qui précède, si α est un pôle de F alors il est simple, et s’il n’est pas un
pôle de F , alors la partie polaire est nulle, et ne figure donc pas dans la décomposition en éléments simples.

Soit P P CrXs non nul, ayant pour racines distinctes α1, . . . , αr de multiplicités respectives m1, . . . ,mr. Alors

P 1

P
“

r
ÿ

i“1

mi

X ´ αi
.

Théorème - Décomposition en élément simples dans CpXq de P 1

P

Démonstration. Le polynôme s’écrit sous forme factorisée P “ λ
r

ś

i“1

pX ´ αiq
mi . Ainsi, on a

P 1 “

r
ÿ

i“1

mipX ´ αiq
mi´1

r
ź

j“1
j ­“i

pX ´ αjqmj “

r
ÿ

i“1

mi
P

X ´ αi
“ P

r
ÿ

i“1

mi

X ´ αi
.

d’où le résultat.
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V Interpolation de Lagrange
Résoudre un problème d’interpolation, c’est trouver une fonction qui vérifie une série d’évaluations fixées au préalable.
Dans le cas présent, on fixe x1, . . . , xn P K deux à deux distincts, et y1, . . . , yn P K, et on cherche les polynômes
P P KrXs tels que

@i P J1, nK, P pxiq “ yi.

On appelle polynômes interpolateurs de Lagrange associés à x1, . . . , xn les polynômes L1, . . . , Ln P Kn´1rXs

définis par
@i P J1, nK, Li “

n
ź

k“1
k ­“i

X ´ xk

xi ´ xk
.

Définition - Polynômes interpolateurs de Lagrange

Exemple. Dans le cas où n “ 2, on a L1 “
pX ´ x2qpX ´ x3q

px1 ´ x2qpx1 ´ x3q
, L2 “

pX ´ x1qpX ´ x3q

px2 ´ x1qpx2 ´ x3q
, L3 “

pX ´ x1qpX ´ x2q

px3 ´ x1qpx3 ´ x2q
.

Remarque. On a alors pour tout j P J1, nK, Lipxjq “ δi,j “

"

0 si i ­“ j
1 sinon

Si x1, . . . , xn P K sont deux à deux distincts et y1, . . . , yn P K, alors il existe un unique polynôme P P Kn´1rXs

tel que @j P J1, nK, P pxjq “ yj , qui est donné par

P “

n
ÿ

i“1

yiLi.

Théorème - Interpolation de Lagrange

Démonstration.

– Pour tout j P J1, nK, on a P pxjq “
n
ř

i“1

yiLipxjq “
n
ř

i“1

yiδi,j “ yj , donc P vérifie bien la propriété.

– Supposons que P,Q P Kn´1rXs vérifient @j P J1, nK, P pxjq “ Qpxjq “ yj . Alors le polynôme P ´ Q P Kn´1rXs

a n racines distinctes et est donc nul. Ceci donne P “ Q, donc l’unicité.

Exercice 1. Montrer que l’ensemble des polynômes P P KrXs tels que @i P J1, nK, P pxiq “ yi est donné par
"

n
ś

i“1

pX ´ xiqQ `
n
ř

i“1

yiLi, Q P KrXs

*

.

Rappel. Tout polynôme P P KnrXs s’écrit :
P “

n
ÿ

i“1

P pxiqLi.

Comme on l’a vu, pL1, . . . , Lnq est une base de Kn´1rXs.
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