MPSI — Mathématiques 2025-26

Chapitre 19

Arithmétique des polynomes et
fractions rationnelles

Dans ce chapitre, K désigne R ou C.

I Polynémes irréductibles

Rappel. On dit que deux polyndomes A, B € K[X] sont associés si A| B et B| A, i.e. il existe A € K* tel que A = AB.

Définition - Polynéme irréductible
| On dit qu’un polynoéme non constant P € K[X] est irréductible si ses seuls diviseurs sont associés & 1 ou & P.

Remarque. Lorsqu’il y a ambiguité, on précise sur quel corps on entend la propriété. Par exemple, X2 + 1 est
irréductible sur R, mais pas sur C (il a X — i pour diviseur).

Exemple. — Tout polynome de degré 1 de K[X] est irréductible.
— Tout polynome de degré 2 de R[X] n’ayant pas de racine réelle est irréductible.

“Théoréme - Polynémes irréductibles de C[X], de R[X]

i. Les polyndmes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

ii. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1, et les polyndmes de degré 2 & discri-
minant strictement négatif.

Démonstration.

i. Soit P € C[X]. Si deg P = 1, alors P est irréductible. Si deg P > 2, on sait que P a une racine o € C, donc
X — a| P, et P n’est pas irréductible.

it. Soit P € R[X], de discriminant A. Si degP = 1 ou si deg P = 2 et A < 0, on a vu que P est irréductible. Si
deg P =2 et A >0, on sait que P n’est pas irréductible. Supposons maintenant deg P > 2.

— Si P posséde une racine réelle «, alors X — « divise P, et P n’est pas irréductible.

— Si P n’a pas de racine réelle, alors il posséde une racine z € C\R, et on sait que Z est également une racine de
P, distincte de z. Ainsi, (X —2)(X —2) = X2 —2%Re z+|z|> € R[X] divise P, et P n’est pas irréductible. [

" Théoréme - Factorisation irréductible

Tout polynéme non constant de P € K[X] s’écrit de maniére unique (& ordre des facteurs pres) sous la forme
P = AP™ ... P"*, oules polyndémes P, ..., Py sont irréductibles unitaires, et m1,...,my € N*.

— Cas complexe. Si P € C[X], alors la factorisation premiére de P est de la forme :

k

P = H(X — o)™

i=1
— Cas réel. Si P € R[X], alors la factorisation premiére de P est de la forme :

k l
P =[[(X—a)™ [[(X?+8;X +)™,
j=1

=1

ot les polynémes X2 + 3; X + v; sont de discriminant strictement négatif.

Démonstration. L’existence de la factorisation premiere se prouve par récurrence forte sur le degré du polynéme P,
de maniére en tout point analogue a cette de la factorisation premiére d’un entier.
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L’écriture des factorisations premieres se déduit du théoréme précédent. L’unicité provient de 'unicité & ordre des
facteurs prés de la forme scindée d’un polynéme de C[X]. O

Exemple. Le polynéme X2 — 1 a pour factorisation irréductible :

o P=(X—-1)(X—j)(X —j? dans C[X],
o P=(X—-1)(X?+ X +1) dans R[X].

Remarque. Ainsi, qui P,Q € C[X], alors P |Q@ si et seulement si pour toute racine o de P, on a my(P) < mq(Q).

Il PGCD, PPCM
1. PGCD

Dans toute la suite, pour A € K[X], on note 24 l'ensemble des polynémes P € K[X] qui divisent le polynéme A,
c’est-a-dire qu’il existe @ € K[X] tel que P = AQ.

Remarque. On a % = K[X].

Définition-théoreme - PGCD de deux polynémes

Si A, B € K[X] ne sont pas tous les deux nuls, il existe des polynémes divisant A et B de degré maximal, on les
appelle plus grands diviseurs communs (PGCD) de A et B.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que ’ensemble D des degrés des polynémes divisant a la fois A et B est une
partie non vide de N. En effet, on a 1| A et 1| B, donc 0 € D. Par ailleurs, le polynéme nul ne peut pas diviser A et
B car ils sont non tous deux nuls, donc D < N. Par conséquent, D admet bien un plus grand élément. O

Remarques.

— Pour tout A € K[X], on a D4 n Dy = P4, donc les PGCD de A et 0 sont tous les diviseurs de A de degré
maximal, c’est-a-dire les polynomes de la forme A\A avec A € K*.

Théoreme

Soient A, B, R € K[X]. S’il existe @Q € K[X] tel que A = BQ + R, alors 94 n 95 = 95 n Zr. Par conséquent,
les PGCD de A et B sont exactement les PGCD de B et R.

Démonstration. Si D € K[X] divise B et R, alors D divise A = BQ + R, ce qui donne P N I < D4 n Pp. L’autre
inclusion est obtenue de la méme maniere : si D divise A et B, alors D divise R = A — BQ. O

Algorithme d’Euclide pour I'obtention de PGCD de deux polyndmes.
Si A, B e K[X], on note Ry = A et Ry = B, et on effectue la procédure suivante.
Pour k e N* :
— Si Ry = 0 : on effectue la division euclidienne de Ry_1 par Ry : Rx—1 = Qr+1Rr + Rgo1. Alors, on a
DRy, N DR, = DR, N DRy, et deg Ry < deg Ry,
— Si Ry = 0, la procédure s’arréte, et les PCGD de A et B sont les multiples de Ry_1.

Ainsi, les PGCD de A et B sont les multiples du dernier reste non nul de la famille des restes successifs de
I’algorithme d’Euclide.

Remarques.

— La propriété deg Ry 1 < deg Ry, si Ry, = 0 assure I'existence d’un entier kg tel que Ry, = 0. En d’autres termes,
l’algorithme s’arréte.

Lycée Montesquieu 2



MPSI — Mathématiques 2025-26

— Par récurrence immédiate, on a Zr, , N Dr, = Dr, N Dr, = Y4 N Dp. Ainsi,
DanDp = @Rko,l N ngD = @Rko,la
car Ry, = 0. Ainsi, les PGCD de A et B sont les multiples de Ry _1.

On a obtenu le résultat suivant, qui permet de définir le PGCD de deux polynéme, comme 'unique polynéme unitaire
multiple de Ry,—1.

Théoreme et définition - Le PGCD de deux polynémes

Si A, B € K[X] sont des polynémes non tous deux nuls, les PGCD de A et B sont associés. De plus, il existe un
unique PGCD unitaire de A et B, on 'appelle le PGCD de A et B, et on le note A A B. On a par ailleurs

@A N @B = @A,\B.

On convient par ailleurs que 0 A 0 = 0.

Remarque. On retiendra que si D| A et D| B, alors D| A A B.

" Théoréeme - PGCD et racines

Si A, B € K[X], alors les racines communes de A et B sont les racines de A A B.

Démonstration. On note D = A A B. Si a € K. Comme Y5 n 95 = Ya.B, 0n a

Da)=0 © X—-a|D & X—-a|lAetX —a|B < A(a)=B(a)=0. 0

" Théoréme - Relation de Bézout pour deux polyndmes

Soient A, B € K[X]. Il existe U,V € K[X] tels que AU + BV = A A B. Une telle relation est appelée relation de
Bézout.

Remarque. Comme pour les entiers, une relation de Bézout n’est pas unique!

Démonstration. On reprend les notations de I'algorithme d’Euclide : Ry = A, Ry = B, et pour tout k € N* tel que
Ry = 0, on écrit Ry 1 = Qgi1Rr + Riky1, division euclidienne de Rp_; par Ri. On montre ensuite par récurrence
double que pour tout k € N, il existe Uy, Vi, € Z tels que R = U A + Vi B.

— Initialisation : en posant Uy =1, Vo =0, U; =0et V3 =1, on a bien Ry = ugA + VoB et Ry = U1A+ V1 B.
— Hérédité : soit k € N*, on suppose qu’il existe Ug_1,Vi_1,Ur, Vi € Z tels que Ry_1 = Up_1A + Vip_1B et
R, = UyA + Vi B. Ainsi,

Riy1 = Rt — QrpiRe = (Up1 — QeaUr) A+ (Vo1 — Qi1 Vi) B.
On obtient le résultat en posant Ugy1 = Ux—1 — Qr+1Uk et Vi1 = Vi1 — Qr+1 Vi
Comme on sait qu’il existe un entier ko tel que Ry, = 0et AA B = Ry,_1,onadonc AA B =Ug,_1A+ Vp—1B. O

Remarque. Comme dans le cas des entiers, la preuve ci-dessus fournit des relations de récurrence permettant de
calculer Uy, et Vi a chaque étape. On obtient I'algorithme d’Euclide étendu pour les polynomes.

Algorithme d’Euclide étendu.

On peut synthétiser la réalisation de I’algorithme d’Euclide étendu dans ’ Ry, ‘ Qk ‘ Uk ‘ Vi ‘
un tableau contenant les restes successifs, les quotients, ainsi que les po- A 1 0
lynémes Uy, et V.

On commence par écrire Ry, Ry et les premieres valeurs Uy, Vo, Uy, Vi,  [----------------------f------—1
puis on utilise les relations de récurrence. : : 5 :

On étend la définition de PGCD pour deux polynémes & un nombre fini de polynoémes.
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Définition-théoréme - PGCD d’un nombre fini de polynémes

Si Ay,..., A, sont des polynémes non tous nuls, il existe un unique polyndéme unitaire diviseur commun a
Aq,..., A, de degré maximal, on I'appelle PGCD de Aq,...,A, et on le note A; A ... A A,.

" Théoréme - Relation de Bézout, cas d’un nombre fini de polynémes

| Si Aq,..., A, € K[X] sont non tous nuls, il existe Uy, ..., U, € K[X] tels que U1 A1 + ...+ U, Ap = A1 AL .. A Ay

2. PPCM

Définition - PPCM de deux polynémes

| Soient A, B € K[X] non nuls. On appelle PPCM de A et B un polynéme multiple de A et B de degré minimal.

Remarque. L’existence est assurée car I’ensemble D des degrés des polyndmes multiples communs de A et B est une
partie non vide de N (comme AB est multiple commun de A et B, deg Adeg B € D).

' Théoréme

Soient A, B € K[X] non nuls et M un PPCM de A et B. Les multiples communs de A et B sont exactement les
multiples de M.

Démonstration. La démonstration est la méme que dans le cas de Z[X]. O

Remarque. On retiendra que pour tout P € K[X], si A| P et B| P, alors M | P.

Définition-théoréme - Le PPCM de deux polynémes

Si A, B € K[X] non nuls, alors les PPCM de A et B sont associés. En particulier, il existe un unique PPCM de
A et B unitaire. On I'appelle PPCM de A et B, et on le note A v B.

Démonstration. Si M, M’ sont deux PPCM de A et B, alors d’aprés le résultat précédent, on a M | M’ du fait que
M’ est multiple commun de A et B. De méme M’ | M. O

Exemple. Si A= (X —2)%(X +i)(X —i)? et B = (X —2)3(X +j)(X —1i), alors
AAB=(X-2*X—-i) et AvB=(X—-23%X+1)(X+j)(X —1)>2

Comme pour les entiers, on obtient le résultat suivant (par exemple a l'aide de la factorisation irréductible).

~ Théoréme - PGCD et PPCM
Soient A, B € K[X] non nuls. Les polynoémes (A A B)(A v B) et AB sont associés.

Il Polyndomes premiers entre eux

Définition - Polyndmes premiers entre eux

On dit que deux polynoémes A, B € K[X] sont premiers entre eux si leur seul diviseur commun unitaire est 1,
autrement dit A A B = 1.

Remarque. Deux polynomes de C[X] sont premiers entre eux si et seulement s’ils n’ont pas de racines communes.

En effet, les racines communes de A et B étant les racines de A A B, on en déduit qu’ils n’ont pas de racine
commune si et seulement si A A B n’a pas de racine dans C, c¢’est-a-dire qu’il est de degré 0.
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' Théoréme - Théoréme de Bézout
Si A, B € K[X], alors A A B =1 si et seulement s'il existe U,V € K[X], AU + BV = 1.

Démonstration. Méme preuve que dans Z. O

Remarque. Comme pour les entiers, on introduit, pour un nombre fini de polynémes, la notion de polynoémes premiers
entre deux a deux, et de polyndémes premiers entre eur dans leur ensemble. Le théoreme de Bézout s’applique a des
polynoémes premiers entre eux dans leur ensembles.

' Théoréme - Lemme de Gauss
Soient A, B,C e K[X]. Si A|BC et AA B=1alors A|C.

Démonstration. Méme preuve que dans Z. O

" Théoréme - Produit de polyndmes
Soient A, B, P € K[X].

-~ SiAAP=1et BAP=1,alors ABAP=1.
— Si A et B divisent P et AA B =1, alors AB| P.

Démonstration. Méme preuve que dans Z. O

IV  Fractions rationnelles

1. Le corps K(X)

Définition - Fraction rationnelle

On introduit un ensemble K(X) dont les éléments sont notés g, ou P,Q € K[X] et Q est non nul, et tel que si
£ B cK(X), alors
. 2l

Q S -

On appelle les éléments de K(X) des fractions rationnelles & coefficients dans K.

Remarque. On peut construire un tel ensemble comme ’ensemble des classes d’équivalence de la relation ~ définie
sur K[ X] x K[X]* par : (P,Q) ~ (R,S) < PS = (QR. Cette construction est admise ici.

Définition-théoréme - Forme irréductible
Si F e K(X), alors F s’écrit de maniére unique sous la forme £ ot P,Q € K[X], Q est unitaire et P A Q = 1.

Q
On appelle cette écriture la forme irréductible de F.

Démonstration.

— Ezistence : si F' = % € K(X) et D est un PGCD de A et B, alors on peut écrire A = DP et B = D@ avec
PA@=10Ona % = PQ, et quitte a diviser par ¢qom[&], on peut supposer @) unitaire.

— Unicité : si g et g sont deux formes irréductibles de F', alors PC~2 = Qﬁ’. Comme PAQ =1et P A @ =1,1le
lemme de Gauss entraine que Q| @ et é | Q. Comme les polyndmes sont unitaires, on a @ = @, puis P = P. O

(X —2)2(X +1)

X(X —3)2 est sous forme irréductible.

Exemple. La fraction rationnelle
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Définition-théoréme - Opérations sur K(X)

On munit K(X) des lois de composition internes + et x en posant pour F,G € K(X) avec F = g et G = % g
PS+ QR PR
B e S FG = —.
! Qs Qs

Muni de ces deux lois, K(X) est un corps.

Remarques.

— I convient de remarquer que les opérations définies ci-dessus sont bien définies sur K(X), c’est-a-dire qu’elles ne

dépendent pas du choix des écritures g7 %.

— Nous ne vérifions pas ici que les lois ci-dessus conferent & K(X) une structure de corps, mais chacune des
propriétés se vérifie aisément.
En particulier, si F' € K(X) est non nulle, alors F = g admet pour inverse %, notée %

— On remarque qu’a tout polynéme P € K[X] on peut associer la fraction rationnelle %, et application P — %

définit méme un morphisme injectif d’anneaux de K[X] sur K(X).

En identifiant P e K[X] a £

( T, on peut considérer que K[X] < K(X), de sorte que K[X] est un sous-anneau de
K(X).

Définition - Fraction rationnelle dérivée
SiF= g € K(X), on introduit la fraction rationnelle F’ appelée fraction rationnelle dérivée de F définie par

P'Q - PQ

/
F = 0

Remarques.
— Ici & nouveau, 'opération est bien définie sur K(X) : elle ne dépend pas du choix de I’écriture g de F.

— On peut montrer que la dérivation ainsi définie vérifie les propriétés habituelles : si F, G € K(X), alors

(F)’ FG — F'G

(F+Q) = FF+@, (FG) = F'G + FG', ) = o

Par ailleurs, si P € K[X], alors (?)/ = P% : la dérivée de P dans K(X) est la méme que sa dérivée dans K[X].

2. Zéros, poles, fonctions rationnelles

Définition - Zéros, poles

Soit F' € K(X) ayant pour forme irréductible g.

— On dit que a € K est un zéro de F' si a est une racine de P.
— On dit que a € K est un péle de F' si « est une racine de Q.

On appelle multiplicité d’un zéro (resp. d’un pole) de F' sa multiplicité comme racine de P (resp. de Q).

(X —2)(X -3)
(X2+1)(X+1)

Exemple. Dans C(X), la fraction rationnelle
et pour podles —i, i, —1.

a pour zéros 2 et 3, de multiplicités respectives 1 et 2,

Définition - Fonction rationnelle

Soient F' € K(X) ayant pour forme irréductible g et Dp = {a € K,, Q(a) = 0}. On appelle fonction rationnelle

associée a F' la fonction ~
F: Dp —- K
I?(fr)
Q)

xT —>
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L . Omn note souvent F' au lieu de F. J

Remarque. Il est important de bien vérifier que la fraction rationnelle est écrite sous sa forme irréductible pour
introduire la fonction rationnelle associée, de maniere & ne pas introduire de péle “artificiels”.

3. Degré d’une fraction rationnelle

Définition - Degré d’une fraction rationnelle
Soit F' = 5 € K(X). On appelle degré de F l'entier

deg F' = deg P — deg Q.

Remarques.

— Ici encore, le degré d’une fraction rationnelle est bien défini : il ne dépend pas du choix de I’écriture % de F.
— Le degré d’un polynéme vu comme fraction rationnelle coincide avec son degré en tant que polyndme.
— Si F e K(X), alors deg F' € Z U {—0}.

 Théoréme - Degré et opérations
Soient F,G € K(X

).
o deg(F + G) < max(deg F,deg G), avec égalité si deg F' = deg G.
o deg(FG) = deg F + degG.

4. Décomposition en éléments simples

Définition-théoréme - Partie entiére
Soit F' = 4 € K(X). Il existe un unique polyndme E € K[X] et une unique fraction rationnelle G € K(X) tels
ue
E F=FE+G e degG<O.

Le polynéme E est appelé la partie entiére de F, et est le quotient dans la division euclidienne de P par Q.

Démonstration. On note A = BQ + R la division euclidienne de A par B. On a alors F' = BQB+R =Q + %. On a

Q € K[X] et deg % = deg R — deg B < 0, d’ou lexistence.

Supposons maintenant que F = E + G = E+ é, ol E,E € K[X] et deg G, degé <0 Alors E—F =G — G, et

deg(FE — E) = deg(G — G) < max(deg G,deg G) < 0. Ainsi, E — E est le polynéme nul, donc £ = F et G = G. O
X34+ X -2 X +2

Exemple. La fraction rationnelle F = —————— s’écrit F = X — ———, et a pour partie entiere X.
P X2 +2 X2 +2 potr P

Définition - Elément simple

On appelle élément simple de K(X) une fraction rationnelle de la forme % ou n € N*, B est un polynoéme
irréductible unitaire et deg A < deg B.

— Les éléments simples de C(X) sont les fractions rationnelles de la forme

a

m, Ol\la,OZEC,TLGN*.

— Les éléments simples de R(X) sont les fractions rationnelles de la forme

a cX +d
ou

N * 2
m (X251 B8X 1) ou a,b,c,a,8,veR, neN" et ¢ —4d <0.
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" Théoréme - Décomposition en éléments simples dans C(X)
Soient F' = g € K(X) sous forme irréductible et la décomposition en facteurs irréductibles dans C[X] de @ :

T

Q= []X—a)m

i=1

Il existe une unique famille (a; ) 1<i<r de C telle que

1<k<m,

ou E est la partie entiere de F. Cette écriture est appelée décomposition en éléments simples dans C(X) de F.

Démonstration. Admise. O]

m;
Remarque. On dit que la somme Y, (Xa_i;)k est la partie polaire associée au pole a; de F.

k=1
Exemples.
X3 —2X +1
— La fraction rationnelle ' = X —22(X2 1 1) (de partie entiere nulle) se décompose en éléments simples sous
la forme : N
b d
F = a4 + + ¢ + avec a,b,c,de C.

(X-22 X—-2 X—-i X+1i

On note que comme F' = F', 'unicité de la décomposition de F' entraine que, comme les deux dernieres fractions
sont conjuguées, on a d = C.
X X a b a

— Ona: = - - = — + -+ — + -, avec a,be C.
(X2+X 412 (X-)X=7)» X-j? X-j (X-3? X-j

“ Théoréme - Décomposition en éléments simples dans R(X)
Soient F = g € K(X) sous forme irréductible et la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] de @ :

S

Q= H —a)™ [ (X + ;X + 7)™

=1

Il existe des familles (a; k) 1<i<r , (b;1) 1=i<s , (¢j1) 1<i<s de R uniques telle que

1<k<m, 1<i<n; 1<i<n;

T

e a; i1 X +cj
+§§ X — a))F +ZZ X2+,Bjxiyj)l’

g=il =il

ou E est la partie entiere de F. Cette écriture est appelée décomposition en éléments simples dans R(X) de F.

Démonstration. Admise. O
Exemples.
X3-X+1 a b
—Ona: ﬁ:X+X—2+X7—i—27 aveca,beR.
X3 -1 X +b X +d
— Ona: = ot + + 2 avec a,b,c,d € R.

(X2 + X +1)2 (X2+X+1)2 X2+X+4+1

% Calcul de la partie polaire

Pour calculer les coefficients de la partie polaire de F' associée au pdle «, on peut penser aux procédés suivants :

— Si m est la multiplicité du pdle «, on peut multiplier F' par (X — o)™ et faire une évaluation en « :
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(07%%% aq
F=_9 . ;% X —a)"F = a,, + G(X — a)™.
X —a)m + +X_a+G, donc  ( «) am + G( @)

Comme « n’est pas un pole de (X — a)™F ni de G, on peut évaluer en «, et on obtient a,.

— On peut multiplier F' € R(X) par X puis prendre la limite en +00 ou —oo de la fonction rationnelle associée.

— Si F e R(X), on peut utiliser 'unicité de la décomposition pour établir des relations de conjugaison entre
les coefficients associés a des pdles conjugués.

— On peut utiliser des évaluations de F.

X
Exemple. Cherchons la décomposition en éléments simples dans R(X) de F = X +51)2—(F; s On a

a N b N c
(X+1)2 X+1 X-1

avec a,b,ceR.

— On évalue (X + 1)2F en —1, on obtient a = 1.
— On évalue (X — 1)F en 1, on obtient ¢ = 2.
— OnaxF(x) — b+c,doncb+c=0,etb=—-2.

T—+00
1 2 2
(X+1)2 X+1 X—-1

Finalement, F' =

Le résultat suivant s’ajoute a la liste ci-dessus. Il permet de déterminer le coefficient au numérateur de la partie polaire
dans le cas d’'un pdle simple.

Théoréme - Partie polaire dans le cas d’un péle simple

Si F = g € K(X) et a € K est une racine simple de @, alors la partie polaire de F associée & « est donnée par

Démonstration. Le polyndme Q s’écrit @ = (X — a)R, ot R € K[X] vérifie R(«) = 0. Par ailleurs, la décomposition
en éléments simples de F' s’écrit F = <%~ + GG, ou « n’est pas un pole de G. En multipliant par X — «, on a alors

X—«a
P
(X —a)F = 7= a+ (X —a)G.
En évaluant en «, on trouve a = %. Par ailleurs, on a Q' = R + (X — )R/, donc Q'(«) = R(«) ce qui conclut. [

Remarque. On note que, dans le résultat qui précede, si a est un pole de F' alors il est simple, et s’il n’est pas un
pole de F, alors la partie polaire est nulle, et ne figure donc pas dans la décomposition en éléments simples.

Théoréme - Décomposition en élément simples dans C(X) de 2

Soit P € C[X] non nul, ayant pour racines distinctes ay, ..., «, de multiplicités respectives my, ..., m,. Alors

P’ i m;
? B ;X—O&i'

T
Démonstration. Le polynome s’écrit sous forme factorisée P = A [[ (X — «;)™¢. Ainsi, on a
i=1

r r " P s %
P = Zmi(X—ai)mH]_[(X—aj)m“' = me =P Z XT a;
= =1 i=1 ¢ i=1 ‘

i=i

d’ou le résultat. O
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V Interpolation de Lagrange

Résoudre un probléeme d’interpolation, c’est trouver une fonction qui vérifie une série d’évaluations fixées au préalable.
Dans le cas présent, on fixe x1,...,x, € K deux a deux distincts, et y1,...,yn € K, et on cherche les polynomes

P e K[X] tels que .
Vi e [1,n], P(z;) = y.

Définition - Polynémes interpolateurs de Lagrange

On appelle polyndmes interpolateurs de Lagrange associés & x1,...,x, les polyndmes Li,..., L, € K,_1[X]
définis par ¥
Vie[l,n], L; = — Tk
Ty — Tk

(X 7582)(X 7%3) (X — Il)(X — 1’3) (X - .Tl)(X - .172)

Exemple. Dansle casoun =2,ona L] = , Lo = , L3 = .
(21 — 22) (21 — w3) (w2 — 1) (22 — 23) (w3 — 1) (23 — 22)
Remarque. On a alors pour tout j € [1,n], Li(z;) =4;,; = 0 sii=j
P b 1 sinon
" Théoréme - Interpolation de Lagrange
Sizi,...,z, € Ksont deux a deux distincts et y1,...,y, € K, alors il existe un unique polynéme P € K,,_1[X]
tel que Vj € [1,n], P(z;) = y;, qui est donné par
n
P = Z ysz
i=1
Démonstration.

n n
— Pour tout j € [1,n], on a P(z;) = > yiLi(x;) = >, yidi; = y;, donc P vérifie bien la propriété.
i=1 i=1

— Supposons que P, Q € K,,_;[X] vérifient Vj € [1,n], P(z;) = Q(z;) = y,. Alors le polynéme P — Q € K,,_1[X]
a n racines distinctes et est donc nul. Ceci donne P = @, donc 'unicité. O

Exercice 1. Montrer que I'ensemble des polynémes P € K[X] tels que Vi € [1,n], P(x;) = y; est donné par

{]ﬁ[(X—xi)Q—k éyiLi, QeK[X]}.

i=1 %

Rappel. Tout polynéme P € K,,[X] s’écrit :

Comme on l'a vu, (Ly,..., L,) est une base de K,,_1[X].
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