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Chapitre 16

Espaces vectoriels

Dans ce chapitre, K désigne un corps quelconque, qui s’avèrera être R ou C la plupart du temps.

I Structure d’espace vectoriel
1. Espace vectoriel

On appelle K-espace vectoriel un ensemble E muni d’une loi interne ` et d’une loi dite externe de K ˆ E dans
E, notée ¨, tel que

˛ pE,`q est un groupe abélien,
˛ pour tous x, y P E et λ, µ P K,

1 ¨ x “ x, λ ¨ px ` yq “ λ ¨ x ` λ ¨ y,

λ ¨ pµ ¨ xq “ pλµq ¨ x, pλ ` µq ¨ x “ λ ¨ x ` µ ¨ x.

Définition - Espace vectoriel

Remarques.

– Les éléments de K sont appelés des scalaires et, par analogie avec le plan et l’espace, les éléments de E sont
appelés vecteurs. On ne note généralement pas les vecteurs avec une flèche x⃗, sauf lorsqu’on fait de la géométrie.

– On dit que K est le corps de base d’un K-espace vectoriel.
– Il arrive parfois qu’on note 0 au lieu de 0E pour désigner l’élément neutre de E. Attention toutefois à ne pas

confondre 0E et 0 P K, qui sont des objets mathématiques différents.

Exemples.

Le corps de base : K muni de ses lois ` et ˆ est un K-espace vectoriel.

Matrices : Mn,ppKq muni de l’addition des matrices et de la multiplication par un scalaire est un
K-espace vectoriel.

Polynômes : KrXs muni de l’addition des polynômes et de la multiplication par un scalaire est un
K-espace vectoriel.

Applications : F pX,Eq, où E est un K-espace vectoriel et X un ensemble quelconque, muni de l’addition
des fonctions et de la multiplication par un scalaire : si f, g P F pX,Eq et λ P K,

f ` g : x ÞÑ fpxq ` gpxq, λf : x ÞÑ λfpxq,

est un K-espace vectoriel.
Suites : KN muni de l’addition des suites et de la multiplication par un scalaire est un K-espace

vectoriel. Il s’agit d’un cas particulier du cas précédent.
Espace produit : Si E,F sont des K-espaces vectoriels, alors le produit E ˆ F est également un K-espace

vectoriel muni des lois ` et ¨ : si px, yq, px1, y1q P E ˆ F et λ P K,

px, yq ` px1, y1q “ px ` x1, y ` y1q λ ¨ px, yq “ pλ ¨ x, λ ¨ yq.

Plus généralement, si E1, . . . , En sont des K-espaces vectoriels, alors E1 ˆ . . . En est un
K-espace vectoriel pour les lois produits.
Exemple important : Kn, et en particulier R2, R3, sont des espaces vectoriels.

Si E est un K-espace vectoriel réel, alors pour tous x P E et λ P K,
Théorème - Règles de calcul
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i. λ ¨ x “ 0E ô
`

λ “ 0 ou x “ 0E
˘

.
ii. ´x “ p´1q ¨ x.

Démonstration.

i. ñ Si λ ¨ x “ 0E et λ ­“ 0, alors x “
`

1
λ λ

˘

¨ x “ 1
λ ¨ pλ ¨ xq “ 0E .

ð – Si λ “ 0, alors λ ¨ x “ 0 ¨ x “ p0 ` 0q ¨ x “ 0 ¨ x ` 0 ¨ x. Ainsi, 0 ¨ x “ 0E .
– Si x “ 0E , alors λ ¨ x “ λ ¨ p0E ` 0Eq “ λ ¨ 0E ` λ ¨ 0E , donc λ ¨ 0E “ 0E .

Remarque. Par conséquent, pour tous x, y P E et λ, µ P K, – si λ ‰ 0, λ ¨ x “ λ ¨ y ñ x “ y,

– si x ‰ 0E , λ ¨ x “ µ ¨ x ñ λ “ µ.

Un ensemble A muni de deux lois internes ` et ˆ, ainsi que d’une loi externe ¨ est appelé une K-algèbre si :

– pA,`, ¨q est un K-espace vectoriel.
– pA,`,ˆq est un anneau,
– pour tous x, y P A et λ P K, λ ¨ px ˆ yq “ pλ ¨ xq ˆ y “ x ˆ pλ ¨ yq.

Définition - K-algèbre

Exemples. Les espaces pKrXs,`, ¨,ˆq, pMnpKq,`, ¨,ˆq, pF pX,Kq,`, ¨,ˆq sont des K-algèbres.

2. Combinaisons linéaires

Dans toute la suite, E désigne un K-espace vectoriel.

Soient E un K-espace vectoriel et x1, . . . , xn P E. On appelle combinaison linéaire des vecteurs x1, . . . , xn tout
vecteur x de E de la forme

x “ λ1 ¨ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ xn “
n
ř

i“1

λi ¨ xi

où λ1, . . . , λn P K.

Définition - Combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs

Exemples.

1. Soient les vecteurs de R2 e1 “ p1, 0q et e2 “ p0, 1q. Tout vecteur x “ px1, x2q P R2 s’écrit comme combinaison
linéaire de e1 et e2 : x “ x1e1 ` x2e2.

2. La matrice M “

ˆ

3 4
´2 3

˙

P M2pRq est combinaison linéaire des matrices A “

ˆ

1 3
´1 2

˙

et B “

ˆ

´1 2
0 1

˙

:

λA ` µB “ M ô

$

’

&

’

%

λ ´ µ “ 3
3λ ` 2µ “ 4

´λ “ ´2
2λ ` µ “ 1

ô

"

λ “ 2
µ “ ´1

ô M “ 2A ´ B.

3. Tout polynôme de KnrXs est combinaison linéaire de p1, X, . . . ,Xnq.

4. La fonction g : x ÞÑ cospx´ 1q est combinaison linéaire des fonctions f1 : x ÞÑ cospxq et f2 : x ÞÑ sinpxq : en effet,
g “ sinp1qf1 ` cosp1qf2.

Il n’y a pas toujours unicité des coefficients dans une combinaison linéaire, on ne peut donc en général par procéder
par identification : λ1x1 ` . . . λnxn “ µ1x1 ` . . . µnxn n’implique pas λi “ µi pour tout i.

Exemple : 2 p3,´6q ´ 3 p2,´4q “ 0 p3,´6q ` 0 p2,´4q, mais les coefficients ne sont pas les mêmes.

Si pxiqiPI est une famille quelconque de vecteurs d’un K-espace vectoriel E, on appelle combinaison linéaire de
pxiqiPI toute combinaison linéaire d’un nombre fini de xi. On peut l’écrire sous la forme

λi1xi1 ` . . . ` λikxik .

Définition - Combinaison linéaire d’une famille quelconque
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On l’écrira parfois
ř

iPI

xi, où pλiqiPI est une famille n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls.

Remarque. Une famille pλiqiPI n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls est parfois appelée suite presque nulle.

Exemple. KrXs est l’ensemble des combinaisons linéaires de pXkqkPN.

3. Sous-espaces vectoriels

On dit que F Ă E est un sous-espace vectoriel de E si 0E P F , et

@x, y P F, x ` y P F, @λ P K,@x P F, λ ¨ x P F,

autrement dit, F est stable par combinaison linéaire. F est alors lui-même un espace vectoriel.

Définition-théorème - Sous-espace vectoriel

Démonstration. Exercice.

Remarques.

– On peut remplacer la condition 0E P F par F non vide : en effet, si x P F , alors 0E “ x ´ x P F .
– On peut remplacer les deux dernières conditions par : @x, y P F, @λ P K, λ ¨ x ` y P F .
– Les sous-espaces vectoriels de E sont donc toutes les parties non vides de E stables par combinaisons linéaires.
– Les ensembles t0Eu et E sont des sous-espaces vectoriels de E, dits triviaux.
– Comme pour les groupes et anneaux, on cherchera systématiquement et dès que possible à montrer qu’un

ensemble est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu pour montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel.

Exemples.

– KnrXs est un sous-espace vectoriel de KrXs.

On a KnrXs Ă KrXs et 0 P KnrXs. D’autre part, pour tous λ P K et P,Q P KnrXs, alors on a
degpλP ` Qq ď maxpdegpλP q, degQq ď n, donc λP ` Q P KnrXs.

– Si I est un intervalle de R, C npI,Kq est un sous-espace vectoriel de F pR,Kq.

– Si A P Mn,ppKq, l’ensemble tX P Kp, AX “ 0u des solutions du système linéaire homogène AX “ 0 est un
sous-espace vectoriel de Kp.

– L’ensemble DnpKq est un sous-espace vectoriel de MnpKq.

Toute intersection sous-espace vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.
Théorème - Intersection de sous-espaces vectoriels

Démonstration. Si pFiqiPI est une famille de sous-espaces vectoriels de E, on note F “
Ş

iPI

Fi Ă E. On a :

– 0E P Fi pour tout i P I, donc 0E P F ,
– si xi P Fi pour tout i P I et λ P K, alors par stabilité des Fi par combinaison linéaire, on a λx ` y P Fi pour
tout i P I, donc λx ` y P F .

En revanche, comme pour les groupes, l’union de deux sous-espaces vectoriels F et G de E n’est pas toujours un
sous-espace vectoriel. On peut même montrer, toujours comme pour les groupes, que F Y G est un sous-espace
vectoriel si et seulement si F Ă G ou G Ă F (voir TD).

4. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soit A une partie de E. L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant A est noté Vect pAq. Il s’agit
d’un sous-espace vectoriel contenant A, qui est le plus petit au sens de l’inclusion :

Définition-théorème - Sous-espace vectoriel engendré par une partie
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si F est un sous-espace vectoriel de E contenant A, alors Vect pAq Ă F .

Démonstration. VectA est une intersection de sous-espaces vectoriels de E donc un sous-espace vectoriel lui-même,
il contient A car tous le contiennent. Par construction, tout sous-espace vectoriel contenant A contient Vect pAq.

Exemples. – Vect p∅q “ t0Eu.
– Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors Vect pF q “ F .

Remarque. Si A,B sont des parties de E et A Ă B, alors Vect pAq Ă Vect pBq.

Si A Ă E, Vect pAq est l’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A.

Théorème - Sous-espace vectoriel engendré et combinaisons linéaires

Démonstration. On note G l’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A.

– Tout d’abord, Vect pAq est un sous-espace vectoriel de E contenant A, donc par stabilité, il contient ses combi-
naisons linéaires. On a donc G Ă Vect pAq.

– Ensuite, G est un sous-espace vectoriel de E : il contient 0 et est stable par combinaison linéaire. Comme il
contient A, on a Vect pAq Ă G.

Remarque. Le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs pxiqiPI sera souvent noté VectpxiqiPI au lieu
de Vect ptxi, i P Iuq.

Pour montrer que F Ă E est un sous-espace vectoriel, on peut donc alternativement :

– montrer que 0E P F , et que F est stable par combinaison linéaire.
– décrire F comme l’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs particulière de E.

On privilégiera la seconde option dès que possible, car elle fournit davantage d’informations sur le sous-espace
vectoriel F .

Montrer que F est un sous-espace vectoriel

Exemples.

– Si x P E, alors Vect pxq “ tλx, λ P Ku. Si x ­“ 0E , on dit que Vect pxq est la droite vectorielle engendrée par x.

– Si x, y P E, alors Vect px, yq “ tλx ` µy, λ, µ P Ku.

– KnrXs “ Vect p1, X, . . . ,Xnq, et KrXs “ VectpXkqkPN.

– L’ensemble F “ tpx, y,´2x ` yq, x, y P Ru est un sous-espace vectoriel de R3.

En effet, on peut écrire E “ tx p1, 0,´2q ` y p0, 1, 1q, x, y P Ru “ Vect pp1, 0,´2q, p0, 1, 1qq, ce qui
implique que E est un sous-espace vectoriel de R3 (donc un espace vectoriel).

– M4pKq “ Vect
´´

1 0
0 0

¯

,
´

0 1
0 0

¯

,
´

0 0
1 0

¯

,
´

0 0
0 1

¯¯

– Dans KrXs, taX2 ` bX ´ a, a, b P Ku “ Vect
`

X2 ´ 1, X
˘

.

– L’ensemble S des solutions du système linéaire AX “ 0, où A “

ˆ

´1 1 1
4 ´1 2
5 ´2 1

˙

est tp´z,´2z, zq, z P Ru, donc
S “ tzp´1,´2, 1q, z P Ru “ Vect pp´1,´2, 1qq.

Soient n P N et x1, . . . , xn P E.

i. Si xn est combinaison linéaire des vecteurs x1, . . . , xn´1 alors

Vect px1, . . . , xnq “ Vect px1, . . . , xn´1q .

ii. Ajouter à un vecteur une combinaison linéaire des autres, ou multiplier un vecteur par un scalaire non nul
ne change pas le sous-espace vectoriel engendré :

Théorème - Propriétés des sous-espaces vectoriels engendrés
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– si λ1, . . . , λn´1 P K, alors Vect px1, . . . , xnq “ Vect
´

x1, . . . , xn´1, xn `
n´1
ř

i“1

λixi

¯

.

– si λ P K‹, alors Vect px1, . . . , xnq “ Vect px1, . . . , λxnq .

Ces deux propriétés s’étendent à une famille quelconque de vecteurs de E.

Démonstration.

i. On a déjà Vect px1, . . . , xn´1q Ă Vect px1, . . . , xnq. Par ailleurs, Vect px1, . . . , xn´1q est un sous-espace vectoriel
qui contient x1, . . . , xn par hypothèse, donc il contient Vect px1, . . . , xnq.

ii. – Comme x1, . . . , xn´1, xn`
n´1
ř

i“1

λixi P Vect px1, . . . , xnq, on a Vect
´

x1, . . . , xn`
n´1
ř

i“1

λixi

¯

Ă Vect px1, . . . , xnq.

Montrons l’autre inclusion : si α1x1 ` . . . ` αnxn P Vect px1, . . . , xnq, alors
n
ř

i“1

αixi “
n´1
ř

i“1

pαi ´ αnλiqxi ` αn

´

xn `
n´1
ř

i“1

λixi

¯

P Vect
´

x1, . . . , xn´1, xn `
n´1
ř

i“1

λixi

¯

.

– Le deuxième point est clair en remarquant qu’on peut passer d’une combinaison linéaire de px1, . . . , λxnq à
une combinaison linéaire de px1, . . . , xnq en écrivant λ1x1 ` . . . ` λnxn “ λ1x1 ` . . . ` λn

λ pλxnq.

Exemple. On peut simplifier l’écriture du sous-espace vectoriel de R3 donné par F “ Vect pp1, 2, 1q, p´1, 1, 0q, p2, 1, 1qq :

F “ Vect pp1, 2, 1q, p0, 3, 1q, p0,´3,´1qq “ Vect pp1, 2, 1q, p0, 3, 1qq .

II Familles remarquables de vecteurs
1. Familes génératrices

On dit qu’une famille pxiqiPI de vecteurs de E est génératrice de E, ou encore que la famille pxiqiPI engendre E
si E “ VectpxiqiPI . Cela revient à dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire de la famille pxiqiPI .

Définition - Famille génératrice

Remarques.

– La famille pxiqiPI est donc génératrice de E si et seulement si @x P E, Di1, . . . in P I, x “
n
ř

k“1

λikxik .

– On dit aussi qu’une partie A Ă E engendre E lorsque E “ Vect pAq.
– Toute famille contenant une famille génératrice est également génératrice.

Exemples.

1. La famille
`

p1, 0q, p0, 1q
˘

de K2 est génératrice de K2 : tout vecteur px, yq P K2 s’écrit px, yq “ xp1, 0q ` yp0, 1q,
et est donc combinaison linéaire de

`

p1, 0q, p0, 1q
˘

.
2. Plus généralement, si n P N‹ et ei “ p0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0q pour tout i P J1, nK, alors la famille pe1, . . . , enq est

génératrice de Kn.
3. La famille p1, X,X2, . . . , Xnq est génératrice de KnrXs : Vect p1, X, . . . ,Xnq “ KnrXs

4. La famille
`

p1, 1, 1q, p0, 1, 1q, p0, 0, 1q
˘

génératrice de R3.
5. La famille

`

Ei,j

˘

pi,jqPJ1,nKˆJ1,pK engendre Mn,ppRq : toute matrice A P Mn,ppKq s’écrit A “
ř

1ďiďn,
1ďjďp

ai,jEi,j .

Exercice 1. Montrer que F “ tpx, y, z, tq P R4, x ` y ´ z “ 0, x ` 2y ´ t “ 0u est un sous-espace vectoriel de R4 et
déterminer une famille génératrice.

Exercice 2. Montrer que F “ tP P R3rXs, P p1q “ 0u est un sous-espace vectoriel de R3rXs et en déterminer une
famille génératrice.

Nous allons faire les deux en même temps. On sait que 1 est racine de P P R3rXs si et seulement s’il est sous la
forme P “ pX ´ 1qQ, avec Q P R2rXs, alors

ensemble des combinaisons linéaires
de X2pX ´ 1q, XpX ´ 1q, pX ´ 1q

F “ tpX ´ 1qpaX2
` bX ` cq, a, b, c P Ru

“ taX2
pX ´ 1q ` bXpX ´ 1q ` cpX ´ 1q, a, b, c P Ru

“ Vect
`

X2
pX ´ 1q, XpX ´ 1q, pX ´ 1q

˘

.
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2. Familles libres, familles, liées

On dit qu’une famille px1, . . . , xnq une famille de vecteurs de E est libre, ou que x1, . . . , xn sont linéairement
indépendants si la seule combinaison linéaire de x1, . . . , xn nulle a tous ses coefficients nuls :

@λ1, . . . , λn P K,
n
ř

i“1

λixi “ 0E ñ λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0.

Dans le cas où la famille n’est pas libre, c’est-à-dire s’il existe λ1, . . . , λn P K non tous nuls tels que
n
ř

i“1

λixi “ 0E , (L)

on dit que la famille px1, . . . , xnq est liée. On dit que l’égalité (L) est une relation de liaison de px1, . . . , xnq.

Définition - Familles libres et liées, cas d’un nombre fini de vecteurs

Remarques.

– Cas de deux vecteurs : une famille px, yq est liée si et seulement si l’un des vecteurs x, y est multiple de l’autre,
on dit alors qu’ils sont colinéaires.

– Identification : une famille libre est exactement une famille pour laquelle les coefficients d’une combinaison
linéaire sont uniques. Si px1, . . . , xnq est libre, on peut donc identifier :

@λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn,
n
ř

i“1

λixi “
n
ř

i“1

µixi, ñ @i P J1, nK, λi “ µi.

En effet, λ1x1 ` . . . ` λnxn “ µ1x1 ` . . . ` µnxn s’écrit aussi pλ1 ´ µ1qx1 ` . . . ` pλn ´ µnqxn “ 0E .

– Liaison et combinaisons linéaires : une famille px1, . . . , xnq est liée si et seulement si l’un de ses vecteurs est
combinaison linéaire des autres :

˛ si un des vecteurs est combinaison linéaire des autres, on obtient directement une relation de liaison,
˛ si λ1x1 ` . . . λnxn “ 0E est une relation de liaison avec λi ­“ 0, alors xi “ ´ 1

λi

ř

j ­“i λjxj .

– Famille incluse dans une famille libre : toute famille incluse dans une famille libre est libre. De manière équi-
valente, toute famille contenant une famille liée est liée.

Pour le deuxième point, il suffit de voir que si une famille X est incluse dans une famille Y , toute
relation de liaison pour X l’est aussi pour Y . La première est la contraposée.

Exemples.

1. Si n P N‹ et ei “ p0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0q pour tout i P J1, nK, la famille pe1, . . . , enq est une famille libre de Kn.

Démonstration. Supposons λ1, . . . , λn P K sont tels que λ1e1 ` . . . ` λnen “ p0, . . . , 0q. Ceci se récrit
pλ1, . . . , λnq “ p0, . . . , 0q, donc λ1 “ . . . “ λn “ 0.

2. Si n P N, la famille p1, X, . . . ,Xnq est une famille libre de KnrXs.

Démonstration. Suppose que P “ λ0 ` λX ` . . . ` λnX
n “ 0KrXs, c’est-à-dire que P est le polynôme

nul. Alors, ses coefficients sont nuls, c’est-à-dire que λi “ 0 pour tout i P J0, nK.
3. Dans Mn,ppRq, la famille

`

Ei,j

˘

pi,jqPJ1,nKˆJ1,pK est libre.

4. La famille pcos, sinq est une famille libre de F pR,Rq.

Démonstration. Supposons que λ cos`µ sin “ 0FpR,Rq, où λ, µ P R, c’est-à-dire que pour tout x P R,
on a λ cospxq ` µ sinpxq “ 0.

En choisissant x “ 0 et x “ π
2 , on obtient alors

"

λ “ 0
µ “ 0

, et la famille est libre.

Exercice 3.

1. La famille
`

p1, 1, 1q, p0, 1, 1q, p0, 0, 1q
˘

est-elle une famille libre de R3 ?

2. La famille pf, cos, sinq, où f : x ÞÑ cospx ´ 1q est-elle une famille libre de F pR,Rq ?
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3. La famille
ˆˆ

1
1
2

˙

,

ˆ

0
´1
´5

˙

,

ˆ

´4
´1
7

˙˙

est-elle une famille libre de M3,1pRq ?

Une famille pP1, . . . , Pnq de KrXs est dite à degrés échelonnés si 0 ď degP1 ă . . . ă degPn, elle est alors libre.

Théorème - Famille de polynômes à degrés échelonnés

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n.

– Une famille formée d’un polynôme de degré positif est libre, car le polynôme est non nul.
– Soit n P N‹. Supposons que toute famille de n ´ 1 polynômes échelonnés en degrés est libre. Soient pP1, . . . , Pnq

a degrés échelonnés et λ1, . . . , λn tels que λ1P1 ` . . . ` λnPn “ 0KrXs. Ainsi,

degpλnPnq “ degp´λ1P1 ´ . . . ´ λn´1Pn´1q ď degPn´1 ă degPn,

ce qui est impossible si λn ­“ 0. On a donc λ1P1 ` . . . ` λn´1Pn´1 “ 0KrXs, et l’hypothèse de récurrence assure
que λ1 “ . . . “ λn´1 “ 0 par liberté de la famille pP1, . . . , Pn´1q.

Remarque. Plus généralement, nous avons montré que toute famille de polynômes non nuls à degrés deux à deux
distincts est libre.

Si px1, . . . , xnq est libre et y n’est pas combinaison linéaire de x1, . . . , xn, alors px1, . . . , xn, yq est libre.

Théorème - Ajout d’un vecteur à une famille libre

Démonstration. Supposons que px1, . . . , xnq est libre et px1, . . . , xn, yq est liée. Il existe alors une relation de liaison
λ1x1 ` . . . λnxn ` λy “ 0E . On a λ ­“ 0, sinon λ1x1 ` . . . λnxn est une relation de liaison pour px1, . . . , xnq, donc on a
y “ ´ 1

λ pλ1x1 ` . . . λnxnq, et y est combinaison linéaire de x1, . . . , xn.

On peut en fait généraliser la définition ci-dessus au cas d’une famille quelconque de vecteurs de E. Les propriétés
sont alors les mêmes, et sont obtenues avec des démonstrations identiques.

On dit qu’une famille pxiqiPI une famille de vecteurs de E est libre si la seule combinaison linéaire nulle de pxiqiPI
a tous ses coefficients nuls : pour toute famille presque nulle pλiqiPI de K,

ř

iPI

λixi “ 0E ñ @i P I, λi “ 0.

Définition - Famille libre, cas général

Remarque. Comme précédemment, on rappelle que la somme ci-dessus est finie, les coefficients λi non nuls étant
en nombre fini. On peut reformuler la définition ci-dessus de la manière suivante : pxiqiPI est libre si pour tous
i1, . . . , in P I, pxi1 , . . . , xinq est libre.

Exemple. La famille pXkqkPN est libre : si i1, . . . , in P N, on a vu que la famille pXi1 , . . . , Xinq est libre.

3. Base

On appelle base de E une famille de vecteurs de E qui est libre et génératrice.
Définition - Base d’un espace vectoriel

Exemples. Les exemples qui suivent proviennent des exemples précédents, nous avons vu que les familles suivantes
sont à la fois libres et génératrices, et sont donc des bases. Elles ont en commun d’être les bases “naturelles” dans leur
espace vectoriel. On dit qu’il s’agit de bases canoniques.

– Base canonique de Kn : la famille
`

p1, 0, . . . , 0q, p0, 1, 0, . . . , 0q, . . . , p0, . . . , 0, 1q
˘

est la base canonique de Kn.

– Base canonique de Mn,ppKq : la famille
`

Ei,j

˘

pi,jqPJ1,nKˆJ1,pK est la base canonique de Mn,ppKq. Par exemple :

˛ la famille
ˆˆ

1 0
0 0

˙

,

ˆ

0 1
0 0

˙

,

ˆ

0 0
1 0

˙

,

ˆ

0 0
0 1

˙˙

est la base canonique de M2pRq,
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˛ la famille

¨

˚

˚

˚

˝

¨

˚

˚

˚

˝

1
0

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˝

0
1

...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, . . . ,

¨

˚

˚

˚

˝

0

...
0
1

˛

‹

‹

‹

‚

˛

‹

‹

‹

‚

est la base canonique de Mn,1pRq, encore noté Kn.

– Base canonique de KnrXs : p1, X, . . . ,Xnq est la base canonique de KnrXs.

– Base canonique de KrXs : pXkqkPN est la base canonique de KrXs.

Remarque. Dans la pratique, pour trouver une base d’un espace vectoriel, on déterminera une famille génératrice, et
on cherchera ensuite à prouver qu’elle est libre. Si elle ne l’est pas, il conviendra de lui retirer suffisamment de vecteurs
pour qu’elle le devienne.

Une famille B “ pxiqiPI de vecteurs de E est une base si et seulement si tout vecteur x P E s’écrit de manière
unique comme combinaison linéaire de pxiqiPI : il existe une unique famille presque nulle pλiqiPI de K telle que

x “
ÿ

iPI

λixi.

Les coefficients λi sont alors appelés les coordonnées de x dans la base B.

Théorème et définition - Coordonnées dans une base

Démonstration. On remarque déjà que la famille B est génératrice si et seulement s’il y a existence d’une famille
pλiqiPI comme ci-dessus pour tout x P E.
Par ailleurs, l’unicité équivaut à la liberté de la famille :

– si B est libre, alors le principe d’identification donne l’unicité des coefficients des combinaisons linéaires,
– s’il y a unicité, alors la seule combinaison linéaire nulle n’a que des coefficients nuls, c’est la liberté !

Remarque. Pour montrer que B est une base de E, on peut :

– montrer séparément que la famille est génératrice, et libre,
– fixer un vecteur de E, et déterminer (de manière unique) ses coordonnées dans la base B.

Exemples.

1. La famille
`

p1, 1, 1q, p0, 1, 1q, p0, 0, 1q
˘

est une base R3.

Pour u “ px, y, zq P R3, on cherche a, b, c P R tels que u “ ap1, 1, 1q ` bp0, 1, 1q ` cp0, 0, 1q “ pa, a` b, a` b` cq.
Ceci se récrit

$

&

%

a “ x
a ` b “ y

a ` b ` c “ z
ô

$

&

%

a “ x
b “ y ´ x
c “ z ´ y

Ceci donne l’existence et unicité des coefficients a, b, c. B est donc une base de R3, et les coordonnées de
px, y, zq P R3, dont données par px, y ´ x, z ´ yq.

2. Si a P K, la famille p1, X ´ a, . . . , pX ´ aqnqq est une base de Kn.
En effet, la formule de Taylor donne que pour tout P P KnrXs,

P “

n
ÿ

k“0

P pkqpaq

k!
pX ´ aq

k,

donc B “ p1, X´a, . . . , pX´aqnqq est une famille génératrice de KnrXs. Elle est par ailleurs libre car échelonnée
en degré, c’est donc une base de KnrXs.

Les coordonnées de P P KnrXs dans la base B sont données par
´

P paq, P 1paq, . . . , P pnq

n!

¯

.

Polynômes interpolateurs de Lagrange. Soient x0, . . . , xn P K deux à deux distincts. On introduit les polynômes
interpolateurs de Lagrange L0, . . . , Ln associés aux points x0, . . . , xn, donnés par

@i P J0, nK, Li “

n
ź

k“0
k ­“i

X ´ xk

xi ´ xk
. Alors, Lipxjq “ δi,j “

"

1 si i “ j,
0 si i ­“ j

La famille pL0, . . . , Lnq est une base de KnrXs.
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Démonstration.

– Pour tout P P KnrXs, on a P “
n
ř

i“0

P pxiqLi : si Q “
n
ř

i“0

P pxiqLi, on a Qpxjq “ P pxjq pour tout j P J0, nK.
Ainsi, les polynômes P et Q coïncident en n` 1 points, donc sont égaux. On en déduit que pL0, . . . , Lnq est
une famille génératrice de KnrXs.

– C’est par ailleurs une famille libre : si a0, . . . , an P K sont tels que
n
ř

i“1

aiLi “ 0KrXs, alors pour tout j P J0, nK, aj “
n
ř

i“1

aiLipxjq “ 0.

Exercice 4. Trouver une base du sev tP P R3rXs, P p0q “ P p1q “ 0u de R3rXs.

III Somme de sous-espaces vectoriels
1. Définition

On appelle somme de deux sous-espaces vectoriels F et G de E l’ensemble

F ` G “ tx ` y, x P F, y P Gu.

Ainsi défini, F `G est un sous-espace vectoriel de E. Il s’agit du plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient
F et G.

Définition-théorème - Somme de deux sous-espaces vectoriels

Démonstration. On a tout d’abord 0E P F `G : 0E P F et 0E P G, et 0E “ 0E `0E . Par ailleurs, si λ P K et x, x1 P F ,
y, y1 P G, alors λpx ` yq ` x1 ` y1 “ pλx ` x1q ` pλy ` y1q P F ` G. Ainsi, F ` G est un sous-espace vectoriel de E.
On remarque que F Ă F ` G car si x P F , on a x “ x ` 0E P F ` G, et de même G Ă F ` G. Montrons que c’est le
plus petit sous-espace vectoriel contenant F et G : si H est un sous-espace vectoriel tel que F Ă H et G Ă H, alors
pour tous x P F et y P G, on a x ` y P H par stabilité de H par `. On a donc bien F ` G Ă H.

Exemples.

1. Si F “ D2pKq et G “ Vect

ˆˆ

0 1
0 0

˙˙

, alors

F ` G “

"ˆ

a 0
0 b

˙

`

ˆ

0 c
0 0

˙

, a, b, c P K
*

“

"ˆ

a c
0 b

˙

, a, b, c P K
*

“ T `
2 pKq.

2. Soient F “ Vect
`

1, X2
˘

et G “ Vect
`

X,X3
˘

, sous-espaces vectoriels de KrXs.

On a F `G “ tpa`bX2q`pcX`dX3q, a, b, c, d P Ku “ tdX3`bX2`cX`a, a, b, c, d P Ku “ K3rXs.

Si A et B sont des parties de E, alors Vect pAq ` Vect pBq “ Vect pA Y Bq. En particulier, si E et F sont des
sous-espaces vectoriels de E, alors

F ` G “ Vect pF Y Gq .

Théorème -

Démonstration.

– Tout élément de Vect pAq`Vect pBq est somme d’une combinaison linéaire des vecteurs de A et d’une combinaison
linaire de vecteurs de B, c’est une combinaison linéaire de vecteurs de AYB : Vect pAq`Vect pBq Ă Vect pA Y Bq.

– Ensuite, A Ă Vect pAq ` Vect pBq et B Ă Vect pAq ` Vect pBq, donc A Y B Ă Vect pAq ` Vect pBq. Comme
Vect pAq ` Vect pBq est un sous-espace vectoriel contenant A Y B, il contient Vect pA Y Bq.

Remarque. Par conséquent, si F “ Vect px1, . . . , xnq et G “ Vect py1, . . . , ymq, où x1, . . . , xn, y1, . . . , ym P E, alors

F ` G “ Vect px1, . . . , xn, y1, . . . , ymq .

Plus généralement, si pxiqiPI est une famille de vecteurs de E et J Ă I, alors VectpxiqiPI “ VectpxiqiPJ `VectpxiqiPIzJ .

Lycée Montesquieu 9



MPSI – Mathématiques 2025-26

2. Somme directe

On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont en somme directe si tout vecteur x P F ` G s’écrit de
manière unique sous la forme x “ xF ` xG, où xF P F et xG P G.
Dans ce cas, la somme F ` G est notée F ‘ G.

Définition - Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

On a généralement recours à la caractérisation suivante pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont en somme
directe.

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont en somme directe si et seulement si F X G “ t0Eu.

Théorème - Caractérisation de la somme directe

Remarque. Comme on a toujours 0E P F X G, il suffira de montrer que F X G Ă t0Eu (c’est-à-dire que tout vecteur
de F X G est nul) pour obtenir que F X G “ t0Eu, et donc que F et G sont en somme directe.

Démonstration.

– Supposons F et G en somme directe, et considérons x P F X G. On peut alors écrire x “ x ` 0E “ 0E ` x, en
considérant dans la première décomposition que x P F , et x P G dans la seconde. L’unicité de la décomposition
donne x “ 0E , donc F X G “ t0Eu.

– Si maintenant F X G “ t0Eu, on considère z P F ` G, et on suppose que z admet les deux décompositions
z “ x ` y “ x1 ` y1, avec x, x1 P F et y, y1 P G. On a alors x ´ x1 “ y1 ´ y.
Comme x ´ x1 P F et y ´ y1 P G, on a x ´ x1 P F X G “ t0Eu, et x ´ x1 “ 0E , donc x “ x1. Bien sûr, on a donc
aussi y “ y1. On a donc bien montré l’unicité de la décomposition, ce qui conclut.

Exemples.

– Soient F “ tP P K3rXs, P p0q “ 0u et G “ tP P K3rXs, P p1q “ P p2q “ P p3q “ 0u, qui sont deux sous-espaces
vectoriels de K3rXs. La somme F ` G est directe.

Supposons P P F XG, alors P a 0, 1, 2, 3 pour racines. En tant que polynôme de K3rxs qui a 4 racines,
P est donc le polynôme nul. On a donc bien F X G “ t0Krxsu.

– Soit E “ F pR,Rq. Si F “ tf P E, fp0q “ 0u et G “ tf P E, f est constanteu, alors la somme F `G est directe.

Soit f P F X G. La fonction f est constante, et fp0q “ 0, donc f est la fonction constante nulle. On a
donc bien F X G “ t0Eu.

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe et BF “ px1, . . . , xnq et BG “ py1, . . . , ymq

sont des bases respectives de F et G, alors B “ px1, . . . , xn, y1, . . . , ymq est une base de F ‘ G. On dit que B
est une base adaptée à la somme directe F ‘ G.

Théorème et définition - Base adaptée

Démonstration.

– Nous avons déjà vu que F ` G “ Vect px1, . . . , xn, y1, . . . , ymq, donc B est génératrice de F ‘ G.
– Si λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µm P K sont tels que

n
ÿ

i“1

λixi `

m
ÿ

j“1

µjyj “ 0E , alors
n

ÿ

i“1

λixi “ 0E et
m
ÿ

j“1

µjyj “ 0E ,

car λ1x1 ` . . . ` λnxn P F et µ1y1 ` . . . ` µmym P G et la somme est directe. La liberté de BF et BG donne
alors λ1 “ . . . “ λn “ µ1 “ . . . “ µm “ 0.

Remarques.

– On dit que la famille px1, . . . , xn, y1, . . . , ymq obtenue en joignant les vecteurs de BF et BG est la concaténation
des deux bases.

– Le résultat est toujours vrai avec des bases quelconques : si BF “ pxiqiPI et BG “ pyjqjPJ sont des bases
respectives de F et G, la concaténation de BF et BG est une base de F ‘ G.
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– Le deuxième point de la démonstration montre que si F et G sont en somme directe, alors la concaténation d’une
famille libre de F et d’une famille libre de G est une famille libre.

3. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

On dit que F et G sont supplémentaires dans E si E “ F ‘ G.
Autrement, dit F et G sont supplémentaires dans E si tout vecteur de E s’écrit de manière unique comme la
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

Définition - Sous-espaces supplémentaires

Remarques.

– Attention à ne pas confondre supplémentaire et complémentaire. Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel
de E n’est d’ailleurs jamais un espace vectoriel : il ne contient pas 0E .

– Un supplémentaire n’est en général pas unique. Par exemple, n’importe quelle droite vectorielle différente de l’axe
des ordonnées est un supplémentaire de l’axe des ordonnées. De même, dans l’espace, toute droite vectorielle
n’appartenant pas à un plan vectoriel est supplémentaire de ce dernier.

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires dans E si et seulement si

˛ F ` G “ E,
˛ F X G “ t0Eu.

Théorème - Caractérisation de la supplémentarité

Démonstration. Ceci découle directement de la définition : E “ F ‘ G si et seulement si E “ F ` G et la somme est
directe, c’est-à-dire F X G “ t0Eu.

Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires dans E,

– soit on montre que tout vecteur de E se décompose de manière unique comme la somme d’un vecteur de
F et d’un vecteur de G (par exemple par analyse-synthèse),

– soit on montre que ˛ tout vecteur de E est la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G,
˛ tout vecteur de F X G est nul.

Montrer que F et G sont supplémentaires

Exemples.

1. Si F “ D2pKq et G “ Vect pA1, A2q, où A1 “

ˆ

0 1
´1 0

˙

et A2 “

ˆ

0 1
0 0

˙

, alors M2pKq “ F ‘ G.

– Soit M “

ˆ

a b
c d

˙

P M2pKq. On a M “

ˆ

a 0
0 d

˙

`

ˆ

0 ´c
c 0

˙

`

ˆ

0 0
b ` c 0

˙

P F `G, donc M2pKq “ F `G.

– Si M P F X G, alors M “

ˆ

a 0
0 b

˙

avec a, b P R, mais aussi M “

ˆ

0 c ` d
´c 0

˙

avec c, d P R.

En identifiant, on obtient que a “ b “ c “ d “ 0, donc M est nulle. On a donc bien F X G “ t0M2pRqu.

2. Si E “ F pR,Rq, F “ tf P E, f est paireu et G “ tf P E, f est impaireu, alors E “ F ‘ G.

– Analyse : soient φ P E et f P F , g P G telles que φ “ f ` g. Comme f est paire et g impaire, on a pour
tout x P R, φp´xq “ fp´xq ` gp´xq “ fpxq ´ gpxq. Ainsi,

"

φp´xq “ fpxq ´ gpxq

φpxq “ fpxq ` gpxq
donc

#

fpxq “ 1
2 pφpxq ` φp´xqq

gpxq “ 1
2 pφpxq ´ φp´xqq

– Synthèse : réciproquement, si f : x ÞÑ 1
2 pφpxq ` φp´xqq et g : x ÞÑ 1

2 pφpxq ´ φp´xqq, alors f est paire et g
impaire, et on a bien φ “ f ` g.
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Ainsi, toute fonction de E s’écrit de manière unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire, donc E “ F ‘ G.

Exercice 5. On se place dans l’espace vectoriel E “ C pr0, 1s,Rq des fonctions continues de r0, 1s dans R. On considère
les sous-espaces vectoriel de E :

F “ tf P E, f est constanteu, et G “

"

f P E,

ż 1

0

fptqdt “ 0

*

.

Montrer que F et G sont supplémentaires.
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