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Chapitre 16

Espaces vectoriels

Dans ce chapitre, K désigne un corps quelconque, qui s’averera étre R ou C la plupart du temps.

| Structure d’espace vectoriel

1. Espace vectoriel

Définition - Espace vectoriel

On appelle K-espace vectoriel un ensemble £ muni d’une loi interne + et d’une loi dite externe de K x E dans
FE, notée -, tel que

o (E,+) est un groupe abélien,

o pour tous z,y € E et \,ue K,
1-z=um, Alz+y)=A-x+ Ay,
A (p-x)=(Ap) -z, AN+p)-z=Xc+p-

Remarques.

— Les éléments de K sont appelés des scalaires et, par analogie avec le plan et 'espace, les éléments de E sont
appelés vecteurs. On ne note généralement pas les vecteurs avec une fleche Z, sauf lorsqu’on fait de la géométrie.

— On dit que K est le corps de base d'un K-espace vectoriel.

— 11 arrive parfois qu’on note 0 au lieu de Og pour désigner ’élément neutre de E. Attention toutefois & ne pas
confondre Og et 0 € K, qui sont des objets mathématiques différents.

Exemples.

Le corps de base : K muni de ses lois + et x est un K-espace vectoriel.

Matrices : M. »(K) muni de 'addition des matrices et de la multiplication par un scalaire est un
K-espace vectoriel.

Polyndémes : K[X] muni de 'addition des polyndmes et de la multiplication par un scalaire est un
K-espace vectoriel.

Applications : F (X, E), ou E est un K-espace vectoriel et X un ensemble quelconque, muni de 'addition
des fonctions et de la multiplication par un scalaire : si f,g € F(X,E) et A € K|

fHga— f(z) +g(), Afrx— Af(2),

est un K-espace vectoriel.

Suites : KN muni de I’addition des suites et de la multiplication par un scalaire est un K-espace
vectoriel. Il s’agit d’un cas particulier du cas précédent.

Espace produit : Si E, F sont des K-espaces vectoriels, alors le produit E x F' est également un K-espace

vectoriel muni des lois + et - : si (x,y), (¢/,y) € E x F et A € K,

(z,y) + (2, ¢) = (x + 2",y +4) A(zy) =Nz, X y).

Plus généralement, si E1, ..., E, sont des K-espaces vectoriels, alors F; x ... FE, est un
K-espace vectoriel pour les lois produits.

Exemple important : K”, et en particulier R%, R3, sont des espaces vectoriels.

Théoréme - Régles de calcul

| Si E est un K-espace vectoriel réel, alors pour tous x € F et A € K,
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i. \ox =0 < ()\=00ux=0E).
| i. —x = (-1)-x.

Démonstration.
. Sid-z=0petA=0,alorsz=(3A)-z=1 (A 2)=0g

—SiA=0,alors A2z =0-2 = (0+0)-2 =0-24+0-z. Ainsi, 0- 2 =0p.
~Siz=0g,alors \-z = A-(0g+0g) = A-0g+A-0g,donc \-0g =0g. O

Remarque. Par conséquent, pour tous z,ye Eet A, ueK, —-siA#0, Acz=X-y = =y,
—-siz#0g, \vx=p- = A=p.

Définition - K-algebre
Un ensemble A muni de deux lois internes + et x, ainsi que d’une loi externe - est appelé une K-algebre si :

— (A, +,-) est un K-espace vectoriel.
— (A, +, x) est un anneau,

—pourtous z,ye Aet Ae K, A-(zxy)=N-2)xy=xx (A y).
Exemples. Les espaces (K[X], +, -, x), (4, (K), +, -, x), (F(X,K), +, -, x) sont des K-algebres.

2. Combinaisons linéaires

Dans toute la suite, F désigne un K-espace vectoriel.

Définition - Combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs

Soient E un K-espace vectoriel et z1,...,x, € E. On appelle combinaison linéaire des vecteurs z1,...,z, tout

vecteur x de E de la forme .
T = XN-T1+ + ATy = Z)\zxz
i=1

ou Aq,..., A\, €K

Exemples.

1. Soient les vecteurs de R? e; = (1,0) et ea = (0,1). Tout vecteur x = (z1,75) € R? s’écrit comme combinaison
linéaire de ey et es : x = x1€1 + X2€9.

2. La matrice M = <_32 é) € M5(R) est combinaison linéaire des matrices A = (_11 g) et B = <_01 f) :
A—p = 3
_ 3A+2u = 4 A=2 —94 _
M+uB=M < N~ e ® {ﬂ L ® M =2A— B.
22+p = 1

3. Tout polynéme de K,,[X] est combinaison linéaire de (1, X,..., X™).
4. La fonction g : z — cos(x — 1) est combinaison linéaire des fonctions fi : @ — cos(z) et fo : x — sin(z) : en effet,
g = sin(1) fi + cos(1) fo.
A Il n’y a pas toujours unicité des coefficients dans une combinaison linéaire, on ne peut donc en général par procéder
par identification : A\jxy + ... A\pZp = 121 + ... pxTy NIMPLIQUE PAS A; = u; pour tout .

Ezemple : 2(3,—6) —3(2,—4) = 0(3,—6) + 0(2,—4), mais les coefficients ne sont pas les mémes.

Définition - Combinaison linéaire d’une famille quelconque

Si (x;)ier est une famille quelconque de vecteurs d’un K-espace vectoriel E, on appelle combinaison linéaire de
(2;)ier toute combinaison linéaire d’un nombre fini de ;. On peut I’écrire sous la forme

)\ilxil + ...+ )\Z‘kl'ik.
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On Décrira parfois > x;, ol (A;)es est une famille n’ayant qu'un nombre fini de termes non nuls.
el

Remarque. Une famille (\;);e; n’ayant quun nombre fini de termes non nuls est parfois appelée suite presque nulle.

Exemple. K[X] est 'ensemble des combinaisons linéaires de (X*), -

3. Sous-espaces vectoriels

Définition-théoreme - Sous-espace vectoriel

On dit que F' < E est un sous-espace vectoriel de F si Og € F, et
Ve,ye F, +yeF, VAeK,Vxe F, A\-x€F,

autrement dit, I’ est stable par combinaison linéaire. F' est alors lui-méme un espace vectoriel.

Démonstration. Exercice. L]
Remarques.

— On peut remplacer la condition 0 € F' par F' non vide : en effet, si x € F, alors Og = x —z € F.

On peut remplacer les deux derniéres conditions par : Vz,y € F, VAe K, A-x+ye F.

— Les sous-espaces vectoriels de F sont donc toutes les parties non vides de E stables par combinaisons linéaires.
— Les ensembles {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de F, dits triviaux.

— Comme pour les groupes et anneaux, on cherchera systématiquement et dés que possible a montrer qu'un

ensemble est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu pour montrer qu’il s’agit d’un espace vectoriel.
Exemples.
— K,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

On a K,[X] < K[X] et 0 € K,[X]. D’autre part, pour tous A € K et P,@Q € K,[X], alors on a
deg(AP + Q) < max(deg(AP),deg Q) < n, donc AP + Q € K,,[X].

Si I est un intervalle de R, €"(I,K) est un sous-espace vectoriel de (R, K).

- Si A € M, »(K), Pensemble {X € K, AX = 0} des solutions du systéme linéaire homogene AX = 0 est un
sous-espace vectoriel de KP.

— L’ensemble 2,,(K) est un sous-espace vectoriel de ., (K).

Théoréme - Intersection de sous-espaces vectoriels

Toute intersection sous-espace vectoriels de F est un sous-espace vectoriel de FE.

Démonstration. Si (F;)c; est une famille de sous-espaces vectoriels de F, on note F = (| F; c E. On a :
iel
— 0 € F; pour tout 72 € I, donc Og € F,
— si x; € F; pour tout ¢ € I et A\ € K, alors par stabilité des F; par combinaison linéaire, on a Ax + y € F; pour
tout 1€ I, donc Az +y € F. O

/\ En revanche, comme pour les groupes, 'union de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E n’est pas toujours un
sous-espace vectoriel. On peut méme montrer, toujours comme pour les groupes, que F' U G est un sous-espace
vectoriel si et seulement si F' < G ou G < F (voir TD).

4. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition-théoréme - Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soit A une partie de E. L’intersection de tous les sous-espaces vectoriels contenant A est noté Vect (A4). Il s’agit
d’un sous-espace vectoriel contenant A, qui est le plus petit au sens de l’inclusion :
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si I est un sous-espace vectoriel de E contenant A, alors Vect (4) < F.

Démonstration. Vect A est une intersection de sous-espaces vectoriels de E donc un sous-espace vectoriel lui-méme,
il contient A car tous le contiennent. Par construction, tout sous-espace vectoriel contenant A contient Vect (4). O

Exemples. — Vect (@) = {0g}.
— Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors Vect (F)) = F.

Remarque. Si A, B sont des parties de F et A c B, alors Vect (A) c Vect (B).

Théoréme - Sous-espace vectoriel engendré et combinaisons linéaires

Si A c E, Vect (A) est 'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A.

Démonstration. On note G I’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A.

— Tout d’abord, Vect (A) est un sous-espace vectoriel de E contenant A, donc par stabilité, il contient ses combi-
naisons linéaires. On a donc G < Vect (4).

— Ensuite, G est un sous-espace vectoriel de F : il contient 0 et est stable par combinaison linéaire. Comme il
contient A, on a Vect (A) c G. O

Remarque. Le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs (x;);es sera souvent noté Vect(z;);es au lieu
de Vect ({z;, i € I}).

% Montrer que F' est un sous-espace vectoriel
Pour montrer que F' c E est un sous-espace vectoriel, on peut donc alternativement :

— montrer que Og € F', et que F' est stable par combinaison linéaire.
— décrire F' comme ’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs particuliere de FE.

On privilégiera la seconde option des que possible, car elle fournit davantage d’informations sur le sous-espace
vectoriel F'.

Exemples.

— Sixz e E, alors Vect (x) = {\x, A€ K}. Si x = 0g, on dit que Vect (x) est la droite vectorielle engendrée par .

Siz,y € E, alors Vect (z,y) = {\x + py, A, pneK}.
K,[X] = Vect (1, X,...,X"), et K[X]= Vect(X*)gen.

L’ensemble F = {(x,y, —2x + ), z,y € R} est un sous-espace vectoriel de R3.

En effet, on peut écrire £ = {x(1,0,—2) + y(0,1,1), =,y € R} = Vect ((1,0,-2),(0,1,1)), ce qui
implique que F est un sous-espace vectoriel de R? (donc un espace vectoriel).

= (. .6 0.0 )
Dans K[X], {aX?+bX —a, a,be K} = Vect (X2 -1, X).

-1 1 1
— L’ensemble . des solutions du systéme linéaire AX = 0, ou A = < 4 -1 2) est {(—z,—2z,2), z € R}, donc
S ={z(—1,-2,1), ze R} = Vect ((—1,-2,1)). o2t

Théoréme - Propriétés des sous-espaces vectoriels engendrés
Soient n € Net x1,...,z, € E.

i. Si x, est combinaison linéaire des vecteurs z1,...,x,_1 alors
Vect (z1,...,2,) = Vect (z1,...,Tpn—1).

7. Ajouter & un vecteur une combinaison linéaire des autres, ou multiplier un vecteur par un scalaire non nul
ne change pas le sous-espace vectoriel engendré :
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n—1

— 81 A1,y..., A1 € K alors Vect (24, ..., z,) = Vect (:cl,...,xn_l,xn + > )\Zac1>
i=1

— si A e K*, alors Vect (21,...,2,) = Vect (z1,...,Az,).

Ces deux propriétés s’étendent a une famille quelconque de vecteurs de FE.

Démonstration.
i. On a déja Vect (z1,...,2,-1) < Vect (21,...,x,). Par ailleurs, Vect (x1,...,2,-1) est un sous-espace vectoriel
qui contient 1, ..., 2, par hypothése, donc il contient Vect (x1,...,2,).
n—1 n—1
ii. — Commexy,...,Tn_1,Tn+ Y, \ix; € Vect (x1,...,2,), ona Vect (acl, e Xt Y, )\ixZ-) < Vect (21,...,&p).
i=1 i=1
Montrons 'autre inclusion : si ayxy + ... + apx, € Vect (21, ..., 2,), alors
n n—1 n—1 n—1
Dax; = Y (o —aphi)zi + ap (a:n + > /\ixi) € Vect (x1, ey X1, T+ Y /\ixi).
i=1 i=1 i=1 =1
— Le deuxiéme point est clair en remarquant qu’on peut passer d’une combinaison linéaire de (x1,...,Az,) &
une combinaison linéaire de (x1,...,x,) en écrivant A\jzq + ...+ A\pzy, = Mz + ... + ’\7"()@“) O

Exemple. On peut simplifier ’écriture du sous-espace vectoriel de R? donné par F' = Vect ((1,2,1), (=1,1,0), (2,1,1)):
F = Vect ((L 2a 1)7 (07 37 1)a (07 _37 _1)) = Vect ((17 27 1)a (Oa 37 1)) .

Il Familles remarquables de vecteurs

1. Familes génératrices

Définition - Famille génératrice
On dit qu’'une famille (z;);c; de vecteurs de E est génératrice de E, ou encore que la famille (z;);e; engendre E
si B = Vect(x;)er. Cela revient a dire que tout vecteur de E est combinaison linéaire de la famille (z;);e;.

Remarques.

— La famille (z;);er est donc génératrice de F si et seulement si Vo € E, Jiy,...i, €1, = i Nip Ty, -

— On dit aussi qu’'une partie A ¢ E engendre F lorsque E = Vect (A). k=t

— Toute famille contenant une famille génératrice est également génératrice.

Exemples.

1. La famille ((1,0), (0, 1)) de K2 est génératrice de K? : tout vecteur (z,y) € K2 s’écrit (z,y) = x(1,0) + y(0,1),
et est donc combinaison linéaire de ((1, 0), (0, 1))

2. Plus généralement, si n € N* et e; = (0,...,0,1,0,...,0) pour tout i € [1,n], alors la famille (e1,...,e,) est
génératrice de K.

3. La famille (1, X, X2,..., X") est génératrice de K,[X] : Vect (1, X,..., X") = K,[X]

4. La famille ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) génératrice de R3.

5. La famille (E; ;) engendre .4, ,(R) : toute matrice A € 4, ,(K) s’écrit A= >, a,,;E; ;.

1<i<n,
1sjs<p

(4:3)€[1,n] < [1,p]

Exercice 1. Montrer que F = {(x,y,2,t) e R* 2 +y—2 =0,  + 2y —t = 0} est un sous-espace vectoriel de R* et
déterminer une famille génératrice.

Exercice 2. Montrer que F' = {P € R3[X], P(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R3[X] et en déterminer une
famille génératrice.

Nous allons faire les deux en méme temps. On sait que 1 est racine de P € R3[X] si et seulement s’il est sous la
forme P = (X — 1)Q, avec Q € Rz[X], alors

F = {(X- 1)(aX2 +bX +¢), a,b,ce R} +~— ensemble des combinaisons linéaires
= {aX*(X - 1) +bX(X —1) +c(X — 1),a,b,ce R}~ de X7(X — 1), X(X 1), (X —1)
Vect (X?(X — 1), X(X — 1), (X —1)).
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2. Familles libres, familles, liées

Définition - Familles libres et liées, cas d’'un nombre fini de vecteurs
On dit qu’'une famille (z1,...,2,) une famille de vecteurs de E est libre, ou que zy,...,x, sont linéairement
indépendants si la seule combinaison linéaire de x4, ..., x, nulle a tous ses coefficients nuls :
n
V)\l,...,AnGK7 Z)\ZIlZOEzAl::)\n:O
i=1
Dans le cas ou la famille n’est pas libre, c’est-a-dire s’il existe \1,..., A, € K non tous nuls tels que
n
2 Az = O, (L)
i=1
on dit que la famille (z1,...,2,) est lide. On dit que I’égalité (M) est une relation de liaison de (z1,...,Ty).
Remarques.

— Cas de deux vecteurs : une famille (x,y) est liée si et seulement si 'un des vecteurs x, y est multiple de lautre,
on dit alors qu’ils sont colinéaires.

— Identification : une famille libre est exactement une famille pour laquelle les coefficients d’une combinaison
linéaire sont uniques. Si (x1,...,2,) est libre, on peut donc identifier :

n n
VAl,...,/\n,/,Ll,...,/.Ln, Z)\le = Z/},Z‘Z‘i, = ViE[[l,nﬂ, Az:/f"z
i=1 =1

En effet, \yz1 + ... + Ay = 121 + ... + fnZy s’écrit aussi (Ay — p1)z1 + ... + (A — )2 = Op.
— Liaison et combinaisons linéaires : une famille (z1,...,x,) est liée si et seulement si 'un de ses vecteurs est
combinaison linéaire des autres :
¢ si un des vecteurs est combinaison linéaire des autres, on obtient directement une relation de liaison,
o si AMix1 + ... A\pxy, = O est une relation de liaison avec A\; = 0, alors x; = —% Zj:i Ajx;.
— Famille incluse dans une famille libre : toute famille incluse dans une famille libre est libre. De maniere équi-
valente, toute famille contenant une famille liée est liée.

Pour le deuxiéme point, il suffit de voir que si une famille X est incluse dans une famille Y, toute
relation de liaison pour X l'est aussi pour Y. La premiere est la contraposée.

Exemples.
1. SineN*ete; =(0,...,0,1,0,...,0) pour tout ¢ € [1,n], la famille (eq,...,e,) est une famille libre de K™.

Démonstration. Supposons A1, ..., A\, € K sont tels que Aje; + ...+ A\pen, = (0,...,0). Ceci se récrit
(M, oy A) =(0,...,0),donc Ay = ... =X\, =0. O

2. SineN, la famille (1, X, ..., X™) est une famille libre de K,,[X].

Démonstration. Suppose que P = Ao+ AX + ... + A, X" = Og[x], ¢’est-a-dire que P est le polyndome
nul. Alors, ses coefficients sont nuls, ¢’est-a-dire que \; = 0 pour tout i € [0, n]. O

3. Dans ., ,(R), la famille (Eivj)(ij)e[[l X [15] est libre.

4. La famille (cos, sin) est une famille libre de .# (R, R).

Démonstration. Supposons que Acos +/sin = 0.z (g r), o A, 4 € R, c’est-a-dire que pour tout z € R,
on a Acos(x) + psin(z) = 0.

En choisissant x = 0 et x = 5, on obtient alors { et la famille est libre. O

p=0"
Exercice 3.

1. La famille ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) est-elle une famille libre de R3?

2. La famille (f,cos,sin), ou f : 2 +— cos(z — 1) est-elle une famille libre de .7 (R, R) ?
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1 0 —4
3. La famille ((1> , (1) , (71>) est-elle une famille libre de .#5 ;(R) ?

2 )

" Théoréme - Famille de polynémes a degrés échelonnés
| Une famille (Py, ..., P,) de K[X] est dite & degrés échelonnés si 0 < deg P; < ... < deg P,, elle est alors libre.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n.

— Une famille formée d’un polynéme de degré positif est libre, car le polynéme est non nul.

— Soit n € N*. Supposons que toute famille de n — 1 polynémes échelonnés en degrés est libre. Soient (P, ..., P,)
a degrés échelonnés et A1,..., A, tels que My Py + ... + A\, Py, = Ogpx). Ainsi,

deg(\,P,) = deg(— M\ P — ... — A\i—1Py—1) < deg P,y < deg P,

ce qui est impossible si A, = 0. On a donc APy + ... + Ap—1P, 1 = Og[x], et P'hypothese de récurrence assure
que A\; = ... = A,_1 = 0 par liberté de la famille (Py,..., P,_1). O

Remarque. Plus généralement, nous avons montré que toute famille de polynémes non nuls & degrés deux a deux
distincts est libre.

Théoréme - Ajout d’un vecteur a une famille libre

Si (z1,...,x,) est libre et y n’est pas combinaison linéaire de x1, ..., x,, alors (x1,...,2z,,y) est libre.

Démonstration. Supposons que (x1,...,x,) est libre et (z1,...,z,,y) est liée. Il existe alors une relation de liaison
A2+ ... A\Zn + Ay = 0g. On a A = 0, sinon A\jx; + ... A\, 2, est une relation de liaison pour (z1,...,z,), donc on a
y = —%()\11‘1 + ... \ny), et y est combinaison linéaire de x1, ..., x,. O

On peut en fait généraliser la définition ci-dessus au cas d’une famille quelconque de vecteurs de E. Les propriétés
sont alors les mémes, et sont obtenues avec des démonstrations identiques.

Définition - Famille libre, cas général
On dit qu’une famille (z;);er une famille de vecteurs de E est libre si la seule combinaison linéaire nulle de (x;);er
a tous ses coefficients nuls : pour toute famille presque nulle (\;);er de K,

Z)\ixiZOE = V?:EI, )\1‘20.

iel

Remarque. Comme précédemment, on rappelle que la somme ci-dessus est finie, les coefficients A; non nuls étant
en nombre fini. On peut reformuler la définition ci-dessus de la maniére suivante : (z;);e; est libre si pour tous
i1y yin €1, (24,...,2;,) est libre.

Exemple. La famille (X*),_ est libre : si iq,...,i, € N, on a vu que la famille (X% ,..., X%) est libre.

3. Base

Définition - Base d’un espace vectoriel
I On appelle base de E une famille de vecteurs de E qui est libre et génératrice.

Exemples. Les exemples qui suivent proviennent des exemples précédents, nous avons vu que les familles suivantes
sont a la fois libres et génératrices, et sont donc des bases. Elles ont en commun d’étre les bases “naturelles” dans leur
espace vectoriel. On dit qu’il s’agit de bases canoniques.

~ Base canonique de K" : la famille ((1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1)) est la base canonique de K".

— Base canonique de .7, ,(K) : la famille (E; ;) est la base canonique de ., ,(K). Par exemple :

(i,7)e[1,n] x[1.p]

. 10 0 1 0 0 0 0 .
¢ la famille (<0 0> , (0 O) , <1 0> , (O 1)) est la base canonique de M3 (R),
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1 /0 0
1 .

o la famille | | . |,|.|.....|: || est la base canonique de .#, 1 (R), encore noté K".
AN 0
o/ \o 1

— Base canonique de K,,[X]: (1,X,...,X"™) est la base canonique de K,[X].

— Base canonique de K[X] : (X¥).ey est la base canonique de K[X].

Remarque. Dans la pratique, pour trouver une base d’un espace vectoriel, on déterminera une famille génératrice, et
on cherchera ensuite a prouver qu’elle est libre. Si elle ne I'est pas, il conviendra de lui retirer suffisamment de vecteurs
pour qu’elle le devienne.

Théoreme et définition - Coordonnées dans une base

Une famille & = (x;);er de vecteurs de E est une base si et seulement si tout vecteur x € E s’écrit de maniére
unique comme combinaison linéaire de (z;);es : il existe une unique famille presque nulle ()\;),.; de K telle que

r = Z )\1.2?1
i€l

Les coefficients A\; sont alors appelés les coordonnées de x dans la base 2.

Démonstration. On remarque déja que la famille & est génératrice si et seulement s’il y a existence d’une famille
(Ai);e; comme ci-dessus pour tout x € E.

Par ailleurs, 'unicité équivaut a la liberté de la famille :

— si A est libre, alors le principe d’identification donne 1'unicité des coefficients des combinaisons linéaires,
— ¢’il y a unicité, alors la seule combinaison linéaire nulle n’a que des coefficients nuls, c’est la liberté! O

Remarque. Pour montrer que & est une base de F, on peut :

— montrer séparément que la famille est génératrice, et libre,
— fixer un vecteur de E, et déterminer (de maniére unique) ses coordonnées dans la base 2.

Exemples.
1. La famille ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) est une base R?.

Pour u = (z,y, z) € R?, on cherche a,b,c € R tels que v = a(1,1,1) +5(0,1,1) + ¢(0,0,1) = (a,a + b,a +b+c).
Ceci se récrit

a = X a=2x
a+b =y = b=y—=x
a+b+c = =z c=z—y

Ceci donne ’existence et unicité des coefficients a,b,c. 2 est donc une base de R3, et les coordonnées de
(z,y,2) € R® dont données par (z,y — z,z — y).

2. Sia€eK, la famille (1, X —a,...,(X —a)™)) est une base de K".
En effet, la formule de Taylor donne que pour tout P € K,[X],

& PH(a
P = ;O k!( )(x — oy,

donc Z = (1,X—a,...,(X—a)")) est une famille génératrice de K,,[ X ]. Elle est par ailleurs libre car échelonnée
en degré, c’est donc une base de K, [X].

Les coordonnées de P € K,,[X] dans la base % sont données par <P(a)7 P'(a),..., p() )

n!

Polynémes interpolateurs de Lagrange. Soient xy, ..., z, € K deux a deux distincts. On introduit les polynémes
interpolateurs de Lagrange Ly, ..., L, associés aux points zg, ..., T,, donnés par
n . .
. X —xg 1 sii=yj,
Vi e [[O,n]], L; = g m AIOI'S7 L,L(J,‘J) = 6i,j = { 0 sii Ij
k=1
La famille (Lo, ..., L,) est une base de K, [X].
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Démonstration.

— Pour tout P e K, [X],ona P = P(z;)L; :si Q = >, P(z;)L;, on a Q(z;) = P(z;) pour tout j € [0,n].
i=0 i=0

Ainsi, les polyndomes P et () coincident en n +1 points,_ donc sont égaux. On en déduit que (Lo, ..., L,) est
une famille génératrice de K,[X].
— C’est par ailleurs une famille libre : si ag, ..., a, € K sont tels que
n n
2. aiL; = Ogx), alors pour tout j € [0,n], a; = }; a;L;i(x;) = 0. O
i=1 =1

Exercice 4. Trouver une base du sev {P € R3[X], P(0) = P(1) = 0} de R3[X].

Il Somme de sous-espaces vectoriels

1. Définition

Définition-théoreme - Somme de deux sous-espaces vectoriels
On appelle somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E l’ensemble
F+G={r+y, re FyeG}.

Ainsi défini, F 4+ G est un sous-espace vectoriel de F. Il s’agit du plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient
FetG.

Démonstration. On a tout d’abord 0p € F+G :0p € F et 0g € G, et 0 = 0 +0g. Par ailleurs, si A\ e Ket x,2' € F,
Y,y €Galors Az +y)+2' +y =M+ 2')+ (A\y+¢') € F+ G. Ainsi, F + G est un sous-espace vectoriel de E.

On remarque que F c F+Gcarsize F,onax =x+0g € F + G, et de méme G < F + G. Montrons que c’est le
plus petit sous-espace vectoriel contenant F' et G : si H est un sous-espace vectoriel tel que F < H et G < H, alors
pour tous z € F et y € G, on a x + y € H par stabilité de H par +. On a donc bien F + G < H. O

Exemples.

1. Si F = 25(K) et G = Vect ((8 é)), alors

0 0
F+G = {(8 b>+<0 8) a,b,ceK} = {(8 g) a,bchK} = 7" (K).

2. Soient F' = Vect (1, X2) et G = Vect (X, X3), sous-espaces vectoriels de K[X].
Ona F+G = {(a+bX?)+(cX+dX?), a,b,c,d e K} = {dX?>+bX%+cX +a, a,b,c,de K} = K3[X].

" Théoréme -

Si A et B sont des parties de E, alors Vect (A) + Vect (B) = Vect (A u B). En particulier, si E et F' sont des

sous-espaces vectoriels de E, alors
F+G = Vect (FuUQG).

Démonstration.

— Tout élément de Vect (A)+ Vect (B) est somme d’une combinaison linéaire des vecteurs de A et d’une combinaison
linaire de vecteurs de B, c’est une combinaison linéaire de vecteurs de Au B : Vect (A)+Vect (B) < Vect (A u B).

— Ensuite, A < Vect (A) + Vect (B) et B < Vect (A) + Vect (B), donc A u B < Vect (A) + Vect (B). Comme
Vect (A) + Vect (B) est un sous-espace vectoriel contenant A U B, il contient Vect (A U B). O

Remarque. Par conséquent, si F' = Vect (x1,...,2,) et G = Vect (y1,...,Ym), OU Z1,...,Tp,Y1,--.,Ym € E, alors
F+ G = Vect (1,...,Tn, Y1, -, Ym) -

Plus généralement, si (z;)cr est une famille de vecteurs de E et J < I, alors Vect(z;)icr = Vect(x;)ies + Vect(;)er -
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2. Somme directe

Définition - Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont en somme directe si tout vecteur x € F' + G s’écrit de
maniere unique sous la forme x = zp + xg, ot xp € F et g € G.

Dans ce cas, la somme F' + G est notée F'D G.

On a généralement recours a la caractérisation suivante pour montrer que deux sous-espaces vectoriels sont en somme
directe.

Théoreme - Caractérisation de la somme directe

Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont en somme directe si et seulement si F' n G = {0g}.

Remarque. Comme on a toujours O € F' n G, il suffira de montrer que F n G < {0g} (c’est-a-dire que tout vecteur
de F n G est nul) pour obtenir que F' n G = {0}, et donc que F et G sont en somme directe.

Démonstration.

— Supposons F' et G en somme directe, et considérons x € F' n G. On peut alors écrire x = 4+ 0 = Og + z, en
considérant dans la premieére décomposition que = € F, et x € G dans la seconde. L’unicité de la décomposition
donne z = O0g, donc F n G = {0g}.

— Si maintenant FF' n G = {0Og}, on considére z € F + G, et on suppose que z admet les deux décompositions
z=x+y=a +vy,avecr, v’ e Fety,y €G. Onaalorsz—2 =y —y.
Commez—2'eFety—y eG, onax—a2'€e FnG={0g}, et x — 2’ =0g, donc x = 2/. Bien siir, on a donc
aussi ¥y = ¢’. On a donc bien montré I'unicité de la décomposition, ce qui conclut. O
Exemples.

— Soient F' = {P € K3[X], P(0) =0} et G = {P € K3[X], P(1) = P(2) = P(3) = 0}, qui sont deux sous-espaces
vectoriels de K3[X]. La somme F + G est directe.

Supposons P € F'n G, alors P a 0, 1,2, 3 pour racines. En tant que polynéme de Kz[x] qui a 4 racines,
P est donc le polynéme nul. On a donc bien F' n G' = {Og,)}-

— Soit B =%R,R).SiF={fekFE, f(0)=0}et G={feckFE, festconstante}, alors la somme F + G est directe.

Soit f € F n G. La fonction f est constante, et f(0) = 0, donc f est la fonction constante nulle. On a
donc bien F'n G = {0g}.

" Théoréeme et définition - Base adaptée

Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de F en somme directe et Br = (z1,...,2,) et Bo = (Y1, -, Ym)
sont des bases respectives de F' et G, alors B = (z1,...,Zn,Y1,-..,Ym) est une base de F'® G. On dit que A
est une base adaptée a la somme directe F' @ G.

Démonstration.

— Nous avons déja vu que F + G = Vect (21,...,Zn,Y1,--.,Ym), donc B est génératrice de F @ G.
— SiA, .., A, 1, i € K sont tels que

i Aix; + i w;y; = O, alors i Nix; =0 et i 1y = 0g,

i=1 j=1 i=1 j=1

car A1y + ... + Ay € F et piys + ... + pmym € G et la somme est directe. La liberté de Zr et B donne

alors \y =...= =1 =... = sy =0. O
Remarques.
— On dit que la famille (z1,...,2n,y1,- -, Ym) obtenue en joignant les vecteurs de Zr et B¢ est la concaténation

des deux bases.

— Le résultat est toujours vrai avec des bases quelconques : si B = (z;)icr et Do = (yj)jes sont des bases
respectives de F' et GG, la concaténation de Br et B¢ est une base de F @ G.
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— Le deuxiéme point de la démonstration montre que si F' et G sont en somme directe, alors la concaténation d’une
famille libre de I’ et d’une famille libre de G est une famille libre.

3. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition - Sous-espaces supplémentaires
On dit que F et G sont supplémentaires dans Esi E = F®G.

Autrement, dit F' et G sont supplémentaires dans E si tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme la
somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur de G.

Remarques.

— Attention & ne pas confondre supplémentaire et complémentaire. Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel
de E n’est d’ailleurs jamais un espace vectoriel : il ne contient pas Og.

— Un supplémentaire n’est en général pas unique. Par exemple, n’importe quelle droite vectorielle différente de 'axe
des ordonnées est un supplémentaire de ’axe des ordonnées. De méme, dans 1’espace, toute droite vectorielle
n’appartenant pas a un plan vectoriel est supplémentaire de ce dernier.

" Théoréme - Caractérisation de la supplémentarité
Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont supplémentaires dans F si et seulement si

o F+G=EF,
o FnG={0g}

Démonstration. Ceci découle directement de la définition : £ = FF @ G si et seulement si £ = F' + G et la somme est
directe, c’est-a-dire F'n G = {0g}. O

% Montrer que F' et GG sont supplémentaires
Pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont supplémentaires dans F,

— soit on montre que tout vecteur de F se décompose de maniére unique comme la somme d’un vecteur de
F et d’un vecteur de G (par exemple par analyse-synthése),
— soit on montre que ¢ tout vecteur de E est la somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G,
¢ tout vecteur de F' n G est nul.

Exemples.

1. Si F = 25(K) et G = Vect (A1, A3), ot A1 = (_01 (1)) et Ay = (8 (1)>, alors A (K) = F®G.

. a b a 0 0 —c 0 0
Sth—(c d>€//2(K).OnaM—<O d>+<c 0>+(b+c O>EF+G,don0///2(K)—F+G.
- SiMeFnG,alors M = <g 2) avec a,b € R, mais aussi M = <OC ng> avec ¢,d € R.

En identifiant, on obtient que @ = b = ¢ = d = 0, donc M est nulle. On a donc bien F' n G = {0_4,(w)}-
2. SiE=%R,R), F={f€eE, festpaire} et G={f € E, f est impaire}, alors E = F®G.

— Analyse : soient o € F et f € F, g € G telles que p = f + g. Comme f est paire et g impaire, on a pour
tout z € R, p(—z) = f(—z) + g(—z) = f(z) — g(z). Ainsi,

{9 T
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|
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\
—
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S~—
o
o
=
o
—
—
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I

— Synthése : réciproquement, si f : x — s(p(x) + p(—x)) et g : z — $(p(x) — p(—x)), alors f est paire et g
impaire, et on a bien p = f + g.
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Ainsi, toute fonction de E s’écrit de maniére unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire, donc F = F @ G.

Exercice 5. On se place dans 'espace vectoriel E = %([0,1],R) des fonctions continues de [0, 1] dans R. On considére
les sous-espaces vectoriel de F :

1
F ={feE, festconstante}, et G={feE, J f(t)dt=0}.
0

Montrer que F' et G sont supplémentaires.
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